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Vorwort. 



Wenn die Zahl der in älterer usd neuerer Zeit erscliieneneDr 
zum. Teil ausgezeichneten Lehrbücher der Mechanik um ein weiteres 
yermehrt wird, so bedarf dies einer ertäiiternden Bemerknng. , — In 
meiner langjähi'igen Lehrtätigkeit ist mir immer wieder die Erfah- 
rung entgegengetreten, daß die Schwierigkeiten, mit denen der Studie- 
rende beim ersten Beti'eten des Gebiets der theoretischen Physik 
zu kämpfen hat, häufig weniger die mathematische Form, als viel- 
mehr den physikalischen Inhalt der ihm dargebotenen Gedanken- 
gänge betreffen. Nicht das Rechnen mit den Gleichungen, sondern 
das Aufstellen und namentlich auch das Interpretieren derselben 
ist es, was ihm am meisten zu schaffen macht. In dieser Richtang 
nun ihm hilfreich an die Hand zu gehen ist der Hauptzweck des 
vorliegenden Leitfadens. Er wendet sich speziell an solche Jünger 
de]- "Wissenschaft, die durch die Kenntnis der Elemente der ana- 
lytischen Geometrie, sowie der Infinitesimalrechnung, sich bereits 
im Besitze einer gewissen mathematischen Bildung befinden. Als 
besonderes Merkmal der eingeschlagenen Methode sehwebte mir 
dabei die Aufgabe vor, dem Leser das Lehrgebäude der Mechanik 
nicht als etwas fertig gegebenes abgeschlossen vorliegendes, sondern 
als etwas Schritt für Schritt Gewordenes vorzuführen, ihn nicht 
in einer festen, von den Klassikern der Wissenschaft her über- 
kommenen ßiehtung sozusagen vorwärts zu ziehen, sondern ihm- 
nur an entscheidenden Wendepunkten als ratender und gelegentlich 
als warnender Wegweiser zu dienen, damit ihm auch et^yas von 
dem besonderen Reiz übrig bleibt, den jeder unabhängig Denkende, 
beim selbständigen Voranschreiten in einer ihm neuen Geg'end 
empfindet 

Daß damit die Ai-t der Behandlung des Stoffes im allg-emeinen 
dieselben Wege einschlägt, welche die Entwicklung der Wissen- 
schaft tatsächlich durchgemacht hat, wird jedem einleuchtend er- 
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IV Vorwort. 

8'ölieiJien,"iier wie ieli sieli za üer Ansicht neigt, daß die Geschichte 
einer exakten Wissenschaft von ihrem logischen Aufbau nicht all- 
zuweit abweicht. Selbstverständlich nur im großen und ganzen; 
denn häufig genug haben äußere Umstände, besonders solche, die 
iß der persönlichen Eigenart der hahnbreehenden Forscher wurzeln, 
auch auf Um- und selbst Irrwege geführt, welche alle nachträglich 
noch einmal mitzumachen für den hier beabsichtigten Zweck über- 
flüssig und schädlich sein würde. Doch habe ich keineswegs zur 
Ableitung eines Satzes jedesmal das kürzeste und eleganteste Yer- 
fahreo aufgesucht, sondern stets dasjenige, welches mir gedanklich 
als das naheliegendste und durchsichtigste erseheint. Denn weder 
wie der Satz tatsächlich gefunden worden ist, noch wie er am 
direktesten nachträglich bewiesen werden kann, suchte ich darzu- 
stellen, sondern wie er am einfachsten hätte gefunden werden 
können; wobei freilich zuzugeben ist, daß hier für die persönliche 
Auffassung ein gewisser Spielraum bleibt. 

An eine VoltstÄcdigkeit der Behandlung des Stoffes nach irgend- 
einer Eichtang hin habe ich bei dem elementaren Charakter des 
Werkes, worauf auch die Fassung des Titels hindeuten soll, nicht 
entfei-nt denken können; in dieser Hinsicht muß auf umfangreichere 
Lehrbücher der Mechanik und auf die eiaschlägige Spezialliteratur 
verwiesen werden. Auf der anderen Seite findet sieh aber doch 
häuJ5g eine passende Gelegeuheit benutzt, um einen früher schon 
bewiesenen Satz auf einem neuen Weg'e noch einmal abzuleiten. 
Ist doch kein Mittel besser geeignet, sowohl die Eigenart eines 
Problems, als auch die Leistungsfähigkeit der einzelnen zu seiner 
Bewältigung dienenden Methoden ins rechte Licht zu setzen, als 
eine Behandlung der nämlichen Aufgabe auf verschiedene Weisen. 

Eine am Schluß angefügte alphabetische Zusammenstellung 
aller gegebenen Definitionen und der wichtigsten Sätze wird, wie 
ich hoffe, die Brauchbarkeit des Büchleins ei'höhen. 

Berlin-Grunewald. August 1916. 
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Vorwort znr zweiten Auflage. 



Die Veranstaltimg der neuen Ausgabe konnte ieh dazu be- 
nutzen, um neben einigen notwendigen Verbesserungen auch eine 
Reihe von kleineren und größeren Zusätzen einzufügen- Unter den 
letzteren erwähne ich besonders die Einfuhrnng der Hamilton- 
Jacobischen partiellen Difiereiitialgleichung, welche neuerdings für 
die Entwicklung der Quantentheorie von hervorragender Bedeutung 
geworden ist. Den Facbgenossen^ die mich zu derartigen Andermigen 
angeregt haben, sage ich anch an dieser Stelle für ihr freundliches 
Interesse aufrichtigen Dank. 

Berlin-Grunewald, Dezember 1Ö19, 



Der Verfasser. 
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Einftlhning in die allgemeine Mechanik. 

§ 1. Die Mechanik ist die Lehre voa den Bewegungsge- 
setzen materieller Körper. Bewegung ist Änderung dea Ortes 
mit der Zeit. Zum. Begriff der Bewegang gehört aber außer den 
Begriffen von Ort and Zeit noch der Begriff dessen, was sich be- 
\Yegt, und dies braucht im allgemeinen, noch kein materieller 
Körper zu sein. Denn man spricht z. B. auch von der Bewegung 
eines Wellenbergs auf einer Wasserfläche, die natürlich wohl zu 
unterscheiden ist von der Bewegung der Wasserteilehen selber, 
oder von der Bewegung eines Schattens auf einer hellen Fläche^ 
oder von der Bewegung «nar Kraftlinie "in einem Magnetfeld. Hier 
ist das, was sich bewegt, nicht Materie, sondern ein gewisser 
wohldeiinierter ins Auge gefaxter „Zustand". Zar deutlicheren 
Charakterisierung pflegt man daher die Bewegungen materieller 
Köi-per auch als „korpuskulare" oder „konvektive" Bewegungen 
y.u bezeichnen». Nur mit diesen korpuskularen Bewegungen hat es 
die Mechanik zu tun, wobei nicht aasgeschiossen ist, daß, wie in 
dem obigen Beispiel der Wasserwelle, eine korpusknlare Bewegung 
zugleich als Weltenbewegung aufgefaßt werden kann. Die An- 
sicht, daß alle physikalischen Veränderungen, also auch alle Arten 
von Bewegungen, sich auf Korpusfcularbewegungen zurückführen 
lassen, bezeichnet man als die mechanische Naturanschauttng. Die 
Frage nach ihrer Berechtigung lassen wir hier aber ganz offen. 

§ 3. Der einfachste materielle Körper ist ein materieller 
Punkt, d, h. ein Körper, dessen räumliche Abmessungen verschwin- 
dend klein sind gegen alle Abmessungen, welche bei seiner Be- 
wegung eine ßoUe spielen. Ob ein bestimmter materieller Körper 
als ein Punkt angenommen werden kann, Tiängt also ab von der 
Art der betrachteten BewegTing. So kann man die Erde bei ilirei' 
Bewegung um die Sonne als einen materiellen Punkt behandeln, 
nicht aber bei der Drehung um ihre Achse, wie denn überhaupt 
ein Körper, der sich um eine in seinem Innern liegende Achse 

Planck, Allgemeine Meeliaiiili. B. Auü. 1 
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2 Einführung in die allgemeine Meciianik, 

di-elit, bezüglich dieser Drehung lüeinals als materieller Punkt be- 
trachtet werden kann. 

Wohl zu unterscheiden ist der materielle Punkt vom geome- 
trischen Punkt, Letzterer ist vollkommen charakterisiert durch 
den Ort, an dem er sich befindet, ersterer aber außerdem noch 
durch die Beschaffenheit seiner Matei'ie, und zwar sind die mate- 
riellen Punkte im allgemeinen nicht nur als quantitativ, sondern 
auch als qualitativ verschieden zu betrachten. Denn ein allge- 
meines Maß für die Menge der Materie läßt sich nicht von vorn- 
herein angeben. Qi^'i*i*^ti'Fß Vergleiche kann man bei verschieden- 
artigen Stoffen, z.B. Eisen und Blei, zunächst immer nur in bezug 
auf eine spezielle Eigenschaft anstellen. 

Ein materieller Körper läßt sich stets aus so kleinen Teilen 
zusammengesetzt denken, daß jeder derselben als materieller Punkt 
betraelitet werden kann, und dementsprechend läßt sich jede, wenn 
auch noch so komplizierte, Bewegung eines Kürpers zurückführen 
auf die Bewegungen der materiellen Punkte, aus denen er besteht- 
Wir betrachten daher zuerst einen einzelnen materiellen Punkt, 
indem wir die ganze Meöhanik einteilen in. zwei Teile: die Me- 
chanik eines materiellen Punktes und die Mechanik eines Systems 
von materiellen Punkten. 
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Erster Teil. 

Mechanik eines materiellen Pnnlites. 

Erstes Kapitel. Bewegung auf eiaer Geraden. 

§ 3. Wir wollen die geradlinige BeAYegung eines materiellen 
Punktes zunächst nur an sich betrachten, so, wie sie direkt be- 
obachtet wird, also ohne, nach ihren Ursachen zu fragen. (Reine 
Bewegungslehre, auch ,.Kiaematik" oder „Phoronomie" genannt.) 
Ein bewegter Punkt ändert seine Lage mit der Zeit, seine Be- 
wegung ist bestimmt, wenn man die L^e füi- jede beliebige Zeit 
kennt, d. h., wenn die Lage in ihrer Abhängigkeit Ton der Zeit, 
als Funktion der Zeit, gegeben ist. l^ie Lage wird charakterisiert 
dnrÜli einen geometriseheu Punkt F, und dieser durch seinen Ab- 
stand a, von einem fest im Eaume angenommenen Punkt 0, dem 
Anfangspunkt der Koordinaten 

(B'jg. 1). Die G-rößö x, die Ab- p 

s^isse des Punktes P, nehmen 9— ^ ■ > x 

wir positiv oder negativ, je pig. i. 

nachdem P rechts oder links 

von liegt. Dann fällt für x = P mit zusammen. Die 
Bahn des Punktes P ist die a^-Achse oder die Abszissenachse. 
Die Eichtung, in welcher x wächst, nennen wir die Rich- 
tung der Achse, sie ist in der Fig. 1 mit einem Pfeil bezeichnet. 
Um den Abstand a; durch eine bestimmte Zahl ausdrücken zu 
können, müssen wir eine bestimmte Längeneinheit einfühi-en und 
nehmen als solche für gewöhnlich 1 cm, das ist der hundertste 
Teil der Länge des in Paria aufbewahrten Normalmeters, welche sehr 
angenähert den zehnmilliontelsten Teil des Erdmeridiant[uadranten 
darstellt* Dann ist die Größe x die Anzahl der cm, welche die 
Strecke OP mißt. 

Ebenso wie eine bestimmte Lage' durch einen geometrischen 
Punkt X, so wird eine bestimmte Zait charakterisiert durch einen 
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4 I. Teil. 1. Kapitel, 

Zeitpunkt, nämUcli dui'ch die Länge der Zeit t, welche von einem 
fest angenommenen Zeitpunkt, flem Anfangspunkt der Zeit, an ver- 
flossen ist, gemessen durch irgendeine hinreichend regelmäßig 
gehende Uhr» Die Zeitkoordinate t nehmen wir positiv oder 
negativ, je nachdem dei- Zeitpunkt später oder früher ist als der 
Anfangspunkt, für welchen i = ist Als Eichtung der Zeitachse 
bezeichnen wir die Richtung von früheren zu späteren Zeiten. Als 
Zeiteinheit werden wir in der Eegel die sec henatzen; das ist der 
864ü0te Teil des mittleren Sonnentages. Dann ist die Größe t die 
Anzahl der sec, welche seit dem Zeitpunkt i = verflossen sind. 

Die Bewegung des materiellen Punktes ist bestimmt, wenn 
seine Lag'e als Funktion der Zeit gegeben ist, also wenn: 
(1) ^ = fW, 

wobei wir die Funktion f als reell, eindeutig und stetig voraus- 
setzen. Denn der materielle Punkt nimmt zu jeder Zeit eine be- 
stimmte Lage ein und springt auch nicht plötzlich an einen an- 
deren Ort. 

Löst man die Gleichung (1) nach t auf: 

so erhält man die Antwort auf die Frage, wann sich der Punkt 
an einer bestimmten Stelle x befindet. Die Funktion <p braucht 
weder reell noch eindeutig za sein; denn es kann vorkommen, daß 
der Punkt eine bestimmte Stelle x überhaupt niemals erreicnt, oder 
auch, daß er sie Öftei-s, zu vei-schiedenen Zeiten, erreicht, wie z. B,, 
wenn die Bewegung periodisch ist. 

§ 4. Als Beispiel betrachten wir zuerst den speziellen Fall, 
daß die Funktion f{t) Uneär ist, also: 
(ä) a; = öi + &, 

wobei a und h konstant. 

Die physikalische Bedeutung der Konstanten b ist einfach; sie 
bezeichnet die Lage des Punktes für i = 0. Die Bedeutung der 
Konstanten a ergibt sich aus folgender Beti'achtnng. Wir fragen 
nach der Länge des Weges, welchen der Punkt in irgendeiuem 
Zöitintervall ü — t^Ai zurücklegt. Dieselbe ergibt sich gleich 
x' — x, wenn 

x'='a1f + 1, 
also : x' — x = Ax=^a{t' — t) = a- At- 

Bei der angenommenen Bewegung (2) ist also eine jede zurüek- 
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Bewegung aul' einer Geraden. 5 

gelegte Strecke /Jx proportional der daza benötigten Zeit At, oder: 

in gleichen Zeiten werden gleiche Strecken zurückgelegt. Das 

konstante Verhältnis einer zurückgelegten Strecke zu der dazu 
benötigten Zeit ist eben die Größe a: 

j7 = öi , (3) 

und heißt die Geschwindigkeit des b6\vegten Punktes. Es ist 
der in der Zeit 1 zurückgelegte Weg, positiv oder negativ, je nach- 
dem X mit wachsendem t au- oder abnimmt. Die hier betracbtete 
Bewegung (2), bei der- die Geschwindigkeit konstant ist, heißt da- 



Nehmen wir niui den allgemeinen Fall einer beliebigen Be- 
'.regung: x = f{t), und fragen wiederum nach der Sti-ecke, welche 
der bewegte Punkt in irgendeinem ZeitinterTalH' — i = Ji zurftek- 
legt. Dieselbe ergibt sich analog gleich.a;' — a, wenn 3;' = /"(;'), also: 

x'^x^Ax^m-f{t)-nt + ^i)-fii)- 
Daraus wieder durch Division: 

At ' ät " • 

Diea Verhältnis einer zurückgelegten Strecke zu der dazu be- 
nötigtet Zeit heißt die mittlere Geschwindigkeit des bewegten 
Punkte^ in dem Zeitraum von t bis t-\-At. Die mittlere Ge- 
HChwinüigkeit hjiiij>t also im allgemeinen sowohl von t als auch 
von At -dh. 

Nimmt maii nun das Zeitintervall kleiner und kleiner, so er- 
hält man schließlich den Grenzwert: 

und bezeichnet diesen Diffei-entialquotienteij, als die Gesehwindig- 
Iteit it des bewegten Punktes zur Zeit i. Dieselbe ist nur mehr 
von der Zeit t selber abhängig. 

Für einen gleichföi-mig bewegten Punkt erhalten wir aus (2) 
als Geschwindigkeit wieder v = -^=:a, für einen ruhenden Punkt 
a; = const, m==0. 

§ 5. Ehe man die Größe einer Geschwindigkeit durch eine 
bestimmte Zahl bezeichnen kann, müssen natürlich zuerst die Ein- 
heiten für Länge und Zeit festgesetzt sein. Je nach der Wahl 
dieser Einheiten ändert sich die physikalische Bedeutung einer be- 
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ö I. Ttil. 1. Kapitel 

stimmten zur Darstellung einer Geschwindigkeit dienenden Zahl. 
Daher sagt man, daß die Geschwindigkeit keine „reine" Zahl ist, 
sondern eine „Dimension'" hat, nämlich die Dimension einer Länge, 
diTidiert durch eine Zeit: 



Durch dies von Maxweif eingel'tihi-te Symbol für die Dimen- 
sion wird zugleich ausgedrückt, wie der für eine bestimmte Ge- 
schwindigkeit einzusetzende Zahlenwert zu ändern ist, wenn die 
Einheit der Länge odei- die der Zeit oder beide geändert werden. 
Will ma]i z. B. die Geschwindigkeit 

auf Meter und Minuten als Einheiten beziehen, so hat man nur zu 
schreiben : 

l [cm]-=^[met] , 1 [sec] = ^ [min] , 

und kann nun mit diesen Symbolen wie mit mathematischen Größen 
rechnen. Die Substitution ergibt dann das gesuchte Resultat: 

Ebenso kann man bei sämtlichen abgeleiteten Größen ver- 
fahren, sobald ihre Dimensionsformel bekannt ist. 

§ 6. Nach der gleichförmigen Bewegung « = const beti-achten 
wir zunächst den speziellen Fall, daß die Geschwindigkeit des be- 
wegten Punktes linear vou' der Zeit abhängi;, also etwa: 
(5) u==a^t + b-i, 

wobei «1 und &i konstant. Die Konstante b^ bezeichnet die Ge- 
schwindigkeit des Punktes für i = 0. Die Bedeutung der Kon- 
stanten «i ergibt sich aus folgender Betrachtung. 

Wir fragen nach der Änderung, weiche die Geschwindigkeit 
in ii^endeinem Zeitintervall t' — t = Jt erleidet. Dieselbe ergibt 
sich gleich u — u, wenn; 

u'^aj + bi, 
also : ^i! ^u = Au^ai(t' — ^ = «i ■ zl if . 

Bei der- angenommenen Bewegung (5) ändert sich also die Ge- 
schwindigkeit stets proportional der Zeit, und das konstante .Ver- 
hältnis der Geschwindigkeitsänderitng zu der dazu benötigten Zeit 
ist. eben die Größe a^: 
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Tt-"^' (6) 

und heißt die Beschleunigung des hewegten Punktes. Es ist 
der Geschwindigkeitszuwachs in der Z^it 1, positiv oder negativ, 
je nachdem die Geschwindigkeit it mit wachsender Zeit t zu- 
oder abnimmt. Die hier betrachtete Bewegung (5), bei der die 
Beschleunigung konstant ist, heißt datier „gleichförmig beschleu- 
nigte" Bewegung. 

Nehmen wir nun den allgemeinen Fall einer beliebigen Be- 
wegung, also nach (4):' 

i,-m, 

und fragen wiederum nach der Geschwindigkeitsänderung /iu in 
irgendeinem ZeitinteiTall t' — t^=Jt. Dieselbe ergibt sich analog 
gleich u ~u, wenn v' = f{t'); also, wenn man noch durch i — i 
dividiert: 

!Lzz^ _ ^ _ fl + 1^) -ß^ 
t'—t at At ■ - 

Dies Verhältnis einer Geschwindigkeitsänderung zu der dazu 
benötigten Zeit heißt die mittlere Beschleunigung des be- 
wegten Punktes in dem Zeitraum von i bis t-\- At. Die mittlere 
Beschleunigung hängt. also im allgemeinen sowohl von t als auch 
von Ai sh. 

"■^''inrat man nun das Zeitintervali kleiner und kleiner, so er- 
hält man schließlich den Grenzwert: 

und bozeiclmet diesen als die Beschleunigung des bewegten 
Punktes zui' Zeit t. Dieselbe ist nur mehr von der Zeit t. selber 
abhängig. 

Für einen gleichförmig bewegten, wie auch für einen ruhenden 
Punkt ist die Beschleunigung u = 0. 

Die Dimension einer Beschleunigung ist, wie man aus (7) 
erkennt: 

m 

Daher ist z. B. (vgl. g 5) die Beschleunigung: 

Man kann natürlich auf dem beschriebenen Wege noch weitei-- 
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8 I. Teil. 1. Kapitel. 

gehen and „BescMeunigungen höherer Ordnung" definieren. Allein 
diese spielen in der Physik cnr eine geringe Eolie. 

Wenn eine von den Größen x, u, ü als Funktion der Zeit t ge- 
geben ist, so lassen sich die beiden anderen durch Differentiation 
bzw. durch Integration nach t finden. So ist z, B. bei der gleich- 
förmig beschleunigten Bewegung (5) die Koordinate x quadratiscli 
von t abhängig. 

§ 7. Bisher sprachen wir nui- von der Bewegung an sieh, 
ohne Eücksicht anf ihre Ursachen. Jetzt wollen wir auch die 
letzteren in Betracht ziehen und müssen zu diesem Zwecke auf neue 
Erfahrungen zurückgreifen. Dieselben lehren uns die versehieden- 
ai-tjgsten Bewegungen kennen, z. B. einen geschleuderten Ball, 
einen fallenden Stein, ein schwingendes Pendelt In jedem Falle 
bemerken wir nun, daß eine bestimmie Ursache für die Ai't der 
Beweg-ung angegeben werden kannj-bei dem geschleuderten Balle 
sind es etwa unsei'e eigenen gespannten Armmuskeln, bei dem 
fallenden Stein ist es die Erde, bei dem schwingenden Pendel ist 
es außerdem die Aufhängevorrichtung. Damit soll nur ausgedrückt 
werden, daß, wenn die genannteft Körper (Ai-m, Erde, Aufhänge- 
vorrichtung) nicht vorhanden wären, die betreifende Bewegung, 
nicht in der beobachteten Weise vor sich ginge. Die Hauptaufgabe 
der Mechanik ist nun die, bei gegebener Ursache die Bewegung 
zu finden. 

Die erste Frage, die wir beantworten wollen, ist diese: Wie 
bewegt sich ein materieller Punkte ganz abgesehen von seiner Vor- 
geschichte, wenn alle etwa früher wirksamen Ursachen seiner Be- 
wegung beseitigt sind) wenn er sicli also dauernd vollkommen iso- 
liert, in unendlicher Entfernung von allen anderen Körpern, im 
leeren ßaume befindet?. Selbstveiständlich läßt sich,dies Experiment 
nicht rein anstellen; ja, man darf zweifeln, ob die gestellte Frage 
überhaupt einen physikalischen Sinn hat. Denn es läßt sich niemals 
mit Sicherheit entscheiden, ob nicht noch in ungeheuren Entfernungen 
ungeheuer große Körper vorhanden sind, welche die Bewegung des 
Punktes merklich beeinflussen. Andererseits kann man aber doch 
bei irgendeiner speziellen Be\\'eguiig den Einfluß der bekannter- 
maßen als Bewegungaursachen in Betracht kommenden Körper 
hei-abmindern , und zwar in einem prinzipiell unbeschränkten Grade. 
So kann man den geschleuderten Ball frei lassen, den Pendelfaden 
durchschneiden, usw. Die Erde kann man allerdings nicht be- 
seitigen, wohl aber kann man ihren Einfluß dadurch eliminieren, 
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daß man den materiellen Puntt siel! auf einer festen, genau hori- 
zontalen Ebene, z. B. auf der lläclie eines gehörig gi-oßen Billards, 
bewegen läßt«. Dann ergibt das Experiment, daß der materielle 
Funkt, z. B. eine Billardkugel, sieh in gerader Linie mit allmählicli 
abnehmender Geschwindigkeit bewegt. Die Gesehwindigkeitsab- 
nahme erfolgt aber um so langsamer, je freiei' von Eauhigkeiten 
die ebene Unterlage ist; auf einer recht glatten Eisfläche ist die 
Geschwindigkeitsabnahme schon ungemein viel geringer als auf 
einem Billardtuch. Daraus ist zu schließen, daß auf einer absolut 
ebenen Fläche, bei welcher besondere, durch die Rauhigkeit und 
die damit stets verbundene Abschleifung und Erwärmung bedingte 
Oberflächenerscheinungen ausgeschlossen sind, die Geschwindigkeits- 
abnahme Null, d. h. die Geschwindigkeit konstant sein wUrde. Daher 
beantworten wjr.die oben gestellte Frage dahin, daß ein allen Be- 
wegungsnrsaehen entzogener materieller Punkt sich 
gleichförmig und geradliöig, nach Gleichung (2), bewegt. 
(Prinzip der Trägheit oder des BeharrnngsTermögens , Newtons 
erstes Axiom.) 

Die vorstehende Ableitung soll keineswegs einen Beweis des 
Trägheitsprinzips vorstellen, sondern sie soE nur einen Weg schil- 
dern, auf dem man zur Anfstelhmg dieses Prinzips gelangen kann. 
Der Beweis des Prinzips kann einzig und allein in den Bestäti- 
gungen gesacht werden, die seine zahllosen Anwendungen gefunden 
haben. Seine Bedeutung liegt eben darin, daß es die Summe aller 
auf diesem Gebiete gesammelten Erfahrungen in einem einzigen 
Satz zum Ausdi-ncfc bringt. 

Auf der anderfn Seite darf man das Prinzip der Trägheit 
weder als selbstverständlich noch als bloße Definition betrachten; 
denn es enthält eine bestimmte physikalische Behauptung, deren 
Kichtigkeit durch Experimente bis zu einem sehr hohen Grade von 
Genauigkeit geprüft werden kann. 

' § 8. Nehmen wir jetzt den Fall, daß ein ursprünglich voll- 
kommen isolierter, also gleichförmig und geradlinig bewegter mate- 
rieller Punkt, etwa eine Kugel auf absolut glatter horizontaler 
Ebene, durch eine' Bewegungsm-sache in der Eiehtnng seiner Be- 
wegung beschleunigt oder verzögert wird. Wenn wir die Ge- 
schwindigkeitsänderung durch unsere Muskeln hervorbringen, in- 
dem wü- z.B., im Falle der positiven Beschleunig-ung, die Kugel 
von hinten her schieben, oder, im Falle der negativen Beschleuni- 
gaflg, die KugtU von vorn her hemmen, so spüren wir ein Gefühl 
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da- AustreiiguEg, das sich ala uiiüiittelbare Siiiuesempfliiduiig nicht 
näher definieren läßt, dessen Stärke aber sicherlich mit der öröüe 
der hervorgebrachten Beschleunigung In einem kaHsalen Zusammen- 
hang steht. 

Wir wollen daher als Maß für die Ursache der Beschleunigung 
dieEmpflndnng unseres Muskelsinnes beniitzeu und dementsprechend 
die Ursache der Beschleunigung als die „Kraft" X bezeichnen, 
welche wir auf die Kugel aasüben. Der Versuch lehi-t uns dann, 
daß einer stärkeren Muskelempflndung, also einei- größeren Kraft X, 
eine größere Beschleunigung ü entspricht, und daß sich die Richtung 
der BeschleunigTing mit der Richtung der Kraft umkehrt. Für 
-X=ü ist w = 0, nach dem Trägheitspriuzip. 

Weiter können wir in der Feststellung des Zusammenhanges 
zwischen Kraft und Beschleunigung auf experimentellem Wege 
nicht kommen, weil unsere Muskelempflnduugen viel zu unbestimmt 
und schwankend sind, um ein exaktes Maß für die Größe der aus- 
geübten Kraft zu liefern. Daher ergänzen wir jetzt die Lücke 
durch eine schärfere Definition. Wir setzen nämlich die KraftX 
nach Gtröße und Vorzeichen proportional der durch sie 
bewirkten Beschleunigung ü. (Zweites „Axiom" von Newton.) 
Wir dürfen dies tun* weil die neue Festsetzung, soweit eine experi- 
mentelle Prüfung überhaupt möglieh ist, übereinstimmt mit dem 
schon vorher festgelegten,, aus der Muskelempfladuug abgeleiteten 
Zusammenhang zwischen' Z und ü. Äußei-dem gewährt sie den 
Vorteil, den wir sogleich benutzen wollen, daß wir sie unmittelbar 
auch übei'tragen können auf den allgemeinen Fall, daß die Be- 
schleunigung gaa' nicht durch unsere Muskeln, sondern durch ii-gend- 
eiaen anderen Körper hervorgerufen wird, so daß von einer Sinnes- 
empfindung dabei gar keine Rede ist. Wir bezeichnen also nun 
ganz allgemein bei jeder beliebigen Bewegung die Ursache der 
Bewegung als Kraft und setzen ihre Größe proportional der diu-ch 
sie bewirkten Beschleunigung. Dieselbe entspricht derjenigen An- 
strengung, die wir verspüi-en würden, wenn wir die nämlielie Be- 
wegung, anstatt durch den sie verursachenden Körper, durch unsere 
Muskeln heiTorrufeu würden. 

Es liegt hier die Frage nahe, ob es nicht einfacher und daher 
rationeller wäre, die Kraft von vornherein durch die Beschleuni- 
gung zu definieren, und nicht erst den Umweg über die Muskel- 
einpfindung zu machen. Dag'egen ist aber zu bemerken, daß der 
Begriff der Kraft doch etwas ganz anderes ist als der der Ee- 
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, luid daß maa dem Inhalt dieses Begriffs viel näher 
kommt, -wenn man ilin mit dem Muskelsinn, als wenn man ihn mit 
der Beschleunigung in Zusammenhang liriiigt. Dies wird sich so- 
wohl im nächsten Paragraphen als auch wiederholt bei späteren Ge- 
legenheiten, z. B. bei der relativen Bewegung (§ 57), deutlieh zeigen. 

Übrigens ist diese Art, einen fundamentalen physikalischen 
Begriff zn definieren, daÜ m^n ihn erst auf eine Sinntsempfindnng 
zurückführt, and hierauf die erste, primitive Definition durch eine 
zweite, schärfere ergänzt und verfeinert, die in der Physik allge- 
mein übliche und wohl aach einzig mögliche. So definiert man 
z. B, den Wärmegrad eines Körpers zunächst durch den Wärmesin», 
die Farbe eines Lichtstrahls zunächst durch den Farbensinn. Für 
exakten (Gebrauch müssen aber diese Definitionen verfeinert werden, 
und dies geschieht jedesmal dni'ch Zurückführnng auf eine ge- 
naueren Messungen zugängliche Erscheinung: bei der Wärme auf 
die Volumenänderung (Thermometer), bei der Farbe aaf die Wellen- 
länge (Interfereazsü-eifen). Wollte man, wie die Kraft direkt 
durch die Beschleunigung, so die Wäi'me direkt durch die Yo- 
lumenändeiTHig, oder die Farbe direkt durch die Wellenlänge de- 
finieren, so würden diese Begriffe gerade diejenige Bedeutung ver- 
lieren, welche sie der genaueren Erforschung wert gemacht hat, 
und welche, was noch wichtiger ist, der Weiterbildung der physi- 
kalischen Theorien den Weg' ebnet. 

In der Tat ist auch die auf der Beschleunigung beruhende 
Kraftdefinition noch nicht die endgültige, sondern einer weiteren 
Verbesserung und Verallgemeinerung fähig, wie sieh weitet unten 
(§ 124) ergeben wird. 

§ 9. Das einfachste wäre es offenbar, die Kraft X nicht nur 
proportional, sondern direkt gleich der Beschleunigung ü zu setzen. 
Aber dadurch würden wir in einen Widerspruch mit der primären, 
auf dem Muskelsinn beruhenden Definition der Kraft geraten, 
rlenn dann müßte eine bestimmte Kraft unter allen Umständen 
eine bestimmte Beschleunigung heiTOrbringen. Nehmen wir nun 
zwei Kogeln, eine aus Holz, die andere aus Eisen, etwa von gleicher 
Größe, die sich beide mit der nämlichen konstanten Geschwindig- 
keit auf einer glatten horizontalen Ebene bewegen. Dann lehrt 
der Versuch, daß es einer größeren Anstrengung bedarf, um'^die 
eiserne, als um .die hölzerne Kugel in bestimmter Weise zu be- 
schleunigen oder zu verzögern. Wir sagen daher, daß die eiserne 
Kugel „träger" ist als die hölzerne und müssen in die Beziehung 
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zwischen Kraft und Besclileunigang noch eine (positive) Pi-epor- 
tioaalitätskonstante m aufnehmen: 

(,8) X=mii^m~ = m^,, 

• ■ dt dt^' 

welche dui'chdieBeachaffenheitdes bewegten materiellen Punttes 
(§ 2) bestimmt ist. Da für die trägere Kugel zur Erzieluög einer be- 
stimmten Beschleunigung eine gTößere Kraft erforderlich ist, so 
ist für sie m größer; -wir nennen daher allgemein m die träge 
Masse des materiellen Punktes. Diese ist natürlich für alle ver- 
schiedenartigen Bewegungen des Punktes und fiir alle verschieden- 
artigen Kräfte, die auf ihn wirken, die nämliche. 

Als Einheit der Masse ni nehmen wir die Masse eines ganz 
bestimmten Körperindividunms, nämlich den tausendsten Teil der 
Masse des in Paris aufbewahrten Normalstilcks aus Platin, und 
nennen dieselbe 1 g (Gramm). Sie ist sehr angenähert gleich 
der Masse von 1 ccm Wasser bei 4" C. 

Diircli die Einheit der Masse ist natürlich nach (8) auch die 
Einheit der Kraft bestimmt, und zwai' besitzt eine Kj-aft die Di- 



Dic Einheit der Kraft im cm-g-sec-System wird ein Dyn oder 
eine Djne genannt. 

* § 10. Als erste Anwendung der Grundgleichung (8) behandeln 
wir die Bewegung eines vertikal nach oben geworfenen materiellen 
Punktes im luftleei-en Räume. Nachdem der Punkt abgeschleudert 
und nun sich selber überlassen ist, wirkt auf ihn nur die An- 
ziehungskraft dei- Erde, die wir' das „Gewicht" G des Punktes 
nennen und ais konstant betrachten, -.«iid zwar in vertikaler Rich- 
tung nach unten. Legen wir also die Jtpsitive a:-Ächse ia die Rich- 
tung nach oben, so ist: 
(9) X=^^G. 

und dies in (8) eingesetzt, ergibt: 

Integriert : 

mu^ — Gt + C. 

Die Integrationskonstante kann berechnet werden, wenn für 
eine bestimmte Zeit t, z. B. für den Anfangswert i=0, die Ge- 
schwindigkeit u bekannt ist. Nennen wir. die (positive) j 
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gesehwindigkeit Mq, so folgt aus der letzten Gleichung für t^Ü 
and u^u^: 

mui, = ü , 
also durch Substitution: 

mu^= — Gt-\- mUf, , 
oder: 

..— |i + u,,.g. (10) 

Die Geschwindigkeit u nimmt also gleichmäßig ab mit wachsen- 
der Zeit t. Für i=^^ wird sie gleich Null, und dann negativ, 
d. h. der materielle Punkt fällt wieder herab. Durch nochmalige 
Integration erhalten wir aus (10): 

und, wenn für i^U x^x,^ ist: 

x = x^^-u^t—\^t\ (11) 

Hiermit ist die Bewegung vollständig gegeben. 
Die größte erreichte Höhe x^ (a^-Maximum) ergibt sich, wenn 
man in (11) den Zeitpunkt der Geschwindigkeitsttmkehr einsetzt: 

^™=2^"i>'' + i»o- (12) 

Durch Elimination von t aus (10) und (11) erhält man die 
Antwort a,uf die Frage, welche Geschwindigkeit u der Punkt an 
einem bestimmten Orte x besitzt: 

m3— Mg2=— (a^o — iC). (13) 

Füi- x'>x^ wird u imaginär, wie natürlich, für x^^x^ wird 
u = 0, und für x<ix^ besitzt it zwei gleiche und e 
Werte, deren positiver dem Aufstieg, deren oegativer dem I 
entspricht. Die Abwärtsbewegung ex-folgt also vollkommen sym- 
metrisch zur Aufwärtsbewegung. 

Wenn x^ und «o nicht bekannt sind, so bleiben in den Be- 
wegungsgleichungen die beiden lotegrationkonstanten C und C 
unbestimmt. Daher faßt man jene beiden Größen, welche die An- 
■fangslage und die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Punktes 
darstellen, unter der Bezeichnung „Anfangsznstand" zusammen und 
kann dann den Satz aassprechen, daß durch die wirkende Kraft 
und dnrch den Anfangszustand die Bewegung in allen Einzelheiten 
bestimmt ist. Allgemein versteht man unter dem ,, Zustand" eines 
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materiellen Punktes den Inbegriff seiner Lage niid seiner iia- 
schwiüdigkeit. 

Die vorstehenden Fallgesetze sind zaei-st dnrch Galilei ex- 
perimentell festgestellt worden. Derselbe fand überdies, daß der 
Quotient ~ für alle materiellen Paakte der uauilielie ist, daß also 
wenn: 
(H) ^~9 

gesetzt wird, die Größe g, die Besehleunignng der Schwere, nicht 
von m abhängt. Dagegen ist g an verschiedenen Orten etwas 
verschieden, und zwar nimmt g vom Äquator der Erde nach den 

Polen hin zu, nämlich von 978 T^l bis 983,2 fei. 



S]' 



Daher ist auch das Gewicht G- = mg eines bestimmten mate- 
riellen Punttes an verschiedenen Orten der Erde verschieden. 
Das Gewicht von 1 g beträgt am Äquator 978 Dyn, an einem Pol 
983,2 Dyn. 

§ IL Der Umstaud, daß die SchwerebescTileunigung g eines 
materiellen Punktes unabhängig ist von seiner Masse, liefert eine 
sehr genaue Methode zur Messung von Massen. 

Man deuke sich an den beiden Enden einer über eine feste 
Rolle laufenden Schnui' zwei genau gleiche Gefäße befestigt, und 
in das eine Gefäß einen materielleii Punkt mit der Masse m ge- 
legt, in das andere Gefäß aber eine gewisse Menge Wasser von 
der Masse m gegossen. 

Dann wird die EoUe sich nach derjenigen Seite zu drehen 
beginnen, auf welcher die Schnur stärker angezogen wird, auf 
welcher also, nach der Definition § 8, die größere Kraft wirkt; sie 
wird daher dauernd in Ruhe bleiben, wenn die' Kräfte gleich sind, 
d. h. wenn das Gewicht G des materiellen Punktes gleich ist dem 
Gewielit G' des Eingegossenen Wassers, oder nach (14), wenn: 
m = m , 

Nun ist m' nai^h § 9 gleich dem Volumen des Wassers in com; 
also erhalten wir den Satz: Die Masse eines niaterielien Punktes 
ist gleich dem Wasservolamen, welches ihm das Gleichgewicht 
hält. Auf die Größe der Sehwerebeschleunigang g kommt es mit- 
hin dabei gar nicht an: ein materieller Punkt wiegt überall gleich- 
viel Gramm, da das Gewicht G des Punktes sieh von Ort zu Ort ge- 
rade in demselben Verhältnis ändert, wie das Gewicht G' des ent- 
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spreclieuclen Volumtna Wasser. Um die Veränderlichlicit you Ö 
naehzuweBen, könnte man z. B. zu dem besciirietienen Versucli 
eine elastiscli delinbare Schnur benutzen. Dann würden die beiden 
Hälften der Schnur am Nordpol der Erde durch die nämlichen 
Körper stärker gespannt, also auch stärker verlängert werden als 
am Äquator. 

§ 12. Von besonderem Interesse für die Physik sind die- 
jenigen Kräfte, welche sich als Anziehung oder Abstoßung äußern, 
und deren Größe nur von der Entfernung der Punkte abhängt, 
zwischen denen sie wirken, — die sogenannten „Zentl-alkräfte". 

Behandeln %¥ir daher hier beispielsweise den Fall der gerad- 
linigen Bewegung eines materiellen Punktes, der von einem festen , 
Zentrum angezogen wird mit einer Kraft, die proportional ist 
seiner Entfernung von dem Zentrum. Machen wir das Zenünim 
zum Koordinatenanfangspnnkt, so ist die Entfernung des beweg- 
lichen Punktes P von dem Zenti'um gleich x, und die Anziehungs- 
kraft nach Größe und Eichtung: 

X= — cx (e>0). 

Daraus die Bewegungsgleichung (8): 

m^ = — cx. (15) 

Im Anfangszustand, für i = 0, sei: 

^ = und M = Wo(>'))- {16} 

UsQ die Bewegungsgleichung zu integrieren, multiplizieren wir 
auf beiden Seiten mit -jj^^'u und erhalten: 

oder nach t integriert: 

^mu^^-^x^ + G, 
and, da für a!:=0 u=^Uq: 

mu^^mUf^ — cx^==m{-j-\ . (17) 

Man ersieht hieraus unter anderem, daß die Geschwindigkeit u 
niemals größer wird als v^, und daß die Entfernung x niemals 



größer wird als "q 1/ ™ . 



Zur Ausführung der zweiten Integration schreiben wir die 
Ictxte Gleichung in der Form: 
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und erhalten integriert: 

t = j/y ■ arc sin (^ |/^ \ + C. 
Aus der Anfangsbedingung [16) folgt (7'=0, luid daher: 
(18) «' = "oJ^fsin(|/^-i)- 

Die Bewegung ist also eine periodische Schwingung um das 
feste Zentrum als Mittelpunkt. 

Der konstante Faktor vor dem sin heißt die ^Amplitude", der 
mit der Zeit veränderliclie Winkel hinter dem sin die „Phase", 
der konstante Faktor bei i die „Frequenz" der Schwingung (An- 
zahl der Schwingungen in der Zeit 2jc), Die Dauer einer Schwin- 
gungsperiode ist 2jty~, hängt also nicht, ebensowenig wie die 
Frequenz, von der Anfangsgeschwindigkeit Uq ab, und auch nicht 
von der Anfangslage, da der Fall einer beliebigen Anfangslage a^ 
unmittelbar auf den hier behandelten zurückgeführt werden kann, 
dadurch, daß man den Anfangspunkt der Zeit t in einen solchen 
Augenblick verlegt, wo a; = wird. 

§ 13. Das hier gefundene spezielle Beweg ungsgesetz spielt 
in der Physik eine wichtige Rolle, es gilt nämlich ganz allgemein 
für kleine geradlinige Schwingungen eines Punktes um eine sta- 
bile Gleichgewichtslage, wie leicht zu beweisen ist. 

Wenn ein ursprünglich ruhender Punkt durch irgendeine Stö- 
rung, also etwa durch einen Stoß, der ihm die Anfangsgeschwindig- 
keit «0 erteilt, aus seiner Gleichgewichtslage gebracht wird, so 
wirkt, falls dieselbe stabil ist, in jedem Augenblicke eine Kraft 
auf Ihn ein, welche ihn in die Gleichgewichtslage zurückzieht, und 
welche irgendwie von seiner Lage abhängen mag, also: 
X-fix). 

Dabei bezeichne a;^0 die Gleichgewichtslage. 

Sind nun die Schwingungen hinreichend klein , so kan}i man 
fix) in eine Potenzreihe entwickeln: 

Z=C(|-|-c,x + e^a:2+ , 

in welcher die erste Konstante Co = 0, da für a;=0 X=0, und 
die zweite Konstante Cj negativ ist, da das Gleichgewicht stabil 
sein soll Dies ergibt mit Fortlassung der Eeihenglieder von 
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kleinorer Größenordnung genau die im vorigen. Paragraphen be- 
handelte Bewegung und damit auch den allgemeinen Satz, daß die 
Periode einer kleinen geradlin^^en Schwingung um eine stabile 
Gleichgewichtslage unabhängig ist von der Art der Störung. Daß 
der nämliche Satz auch für nichtgeradlinige Schwingungen gilt, 
werden wir später, im § 70, sehen. 

§ 14;. Wena auf einen materiellen Punkt gleichzeitig mehrere 
Kräfte, in gleicher oder in entgegengesetzter Richtung, wirken, die 
nach Q-röße und Richtung durch die Ausdrücke X^, X^, X^, — 
dargestellt sein mögen, so sind diese Kräfte äquivalent einer ein- 
zigen Kraft X, die nach Größe und Richtung dargestellt wird 
durch die algebraische Summe: 

X=Zi + X, + Z,H-.-.. (19) 

Man sagt dann, dali die Kinzelkräfte sich zu der „resultierenden" 
Kraft Z zusammensetzen. Ist Z = 0, so halten sich die einzelnen 
Kräfte im Gleichgewicht, and der materielle Punkt verhält sich 
in jeder Beziehung ebenso, als ob überhaupt keine Kraft auf ihn 
wirkte. 

§ 15. Wir betrachten als Beispiel den Fall der geradlinigen 
Bewegung eines materiellen Punktes, welcher, wie im § 12, von 
deai Koordinatenaufangspunkt mit der Kraft ex angezogen wird, 
dabei aber gleichzeitig durch Reibung oder eine andere dämpfende 
Ursache in seiner Bewegung gehemmt wird, vermittelst einer 
Kraft, deren Größe seiner augenblicklichen Geschwindigkeit u pro- 
portional ist. Dann ist nach (19) die resultierende Kraft: 
X=Xi + Za, 
wobei Zi = — ex und Zg ^ — ^ 17 ' 
((» ein konstanter Reibungskoeffizient) 
und die Beweguugsgleichung (8) lautet; 

m^^^ = — c a; — () ^ , (19 a) 

üder, wenn man zur Abkürzung setzt: 

-=ffl und ^=w, 

_ + 2»-;^ + oa; = 0. (20) 

Der Anfangszustand sei wieder, wie in § 12, gegeben durch: 
x^O, u^u^ Oo). 

PlsECli, AüsjemBine Meuhanili. S. Aufl. ^ 
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Ein partikuläres Integral der Differeatialgleichung (20) Ist: 

wobei di« KonstaDte A belieliig ist, die Konstante c aber der Glei- 
chung genügen muU: 

Nennen wir also die beiden Wurzeln dieser quadratischen 
Q-leichung a und ß, so daß: 

(21) ß} — io±Yw^-a, 

80 ist auuh der Ausdruck: 

(22) x^Ae"> + Bc!'', 

ein Integral der Gleichung (20), und zwar das allgemeine Integral, 
weil es zwei beliebige Konstanten A und B enthält. 
Aus (22) ergibt sich dui-eh Differentiation: 

(23) ijl=u=^Acte^-> + Bßeß'. 

Die Werte der Integrationakonstanten A und B aind durch 
den Anfangszustand bestimmt. Denn für ( — folgt aus (22) und (23): 
= A + iS und Ua = Aa + Bß. 

Folglich, mit Berechnung von A und B. und Substitution in 
(22) und (23): 

(24) 5== ^-^(e^'-e^'J, 

(25) ^ = __^(«e"'-^e?0- 

Hierdurch ist, in Verbindung mit (21), die Beweguag voll- 
ständig bestimmt. Zur Untersuchung ihrer näheren Eigentümlich- 
keiten -wollen wir nacheinander die Fälle beti-achten, daß die 
Quadratwurzel in (21) reell, Null oder imaginär ist. 

1. Es sei w^'^a. Dann sind a und ß beide negativ, und zwar 
ist — /3> — ß. Daher ergibt sich x für alle Zeiten t positiv, bis 
füi' t=--'X, ie = wird. Die Bewegung ist aperiodisch, der beweg- 
liche Punkt erreicht seine größte Elongation, d. h. den maximalen 
Wert von x. für i,(=^0 und: 

.„,-? 

und kehrt dann direkt in seine Gleichgewichtslage zurück. 

2. Es sei w^ = ß. Dann ist nach (21): 
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Da für diesen Fall der Ausdruck für x in (24) die Form -^ 
aiiiiimmt. so findet man den wahren Wert, iadem man vß — « = £^ 
setzt, also: 

dies in (24) substituiert und zur Grenze « = ü tibergelit. Dann 
ergibt sieli; 

Die BeweguHg ist wieder aperiodisch, öie Elongation x stets 
poNiriT, ihr masimaler Wert ''^"^, der zur 2eit ' = — erreicht wird. 

3, Es sei iv^<.a. Dann sind nach (21) a und ß konjugiert 
komplex, nämlich; 

und die Suhstitatioa in (24) ergibt: 

x = -y^^r^ '&-"■'( -sia {t-Y"-—'«^^)- (27) 

Der materielle Punkt führt gedämpfte Schwingungen aus und 

kommt für ^=^ zur Ruhe. Für t = -^ — ^^=- (n eine heliehige 

/«-"■■' 
ganze Zahl), geht der Punkt durch die Gleichgewichtslage, und 
zwar, wenn n gerade, in positiver, wenn n ungerade, in negativer 
Richtung. Die Dauer einer Periode ist die 2eit, welche zwischen 
zwei aufeinandei-folgenden gleichgerichteten Diu-chgängai durch 
die G-leichgewiehtslage verati'eicht, also -._ — ; sie wächst mit 

wachsendem Widerstand tv, ist aber, wie bei ungedämpften Schwin- 
gungen, unabhängig vom Anfangszustand, 
Die Geschwindigkeit u ergibt sich als: 

u = itj,e-"^'-|cos(/-/ä— ly^ — -^=^-==sin((-/(7-tt=)j. (28) 

Für einen Durchgang durch die Gleichgewichtslage in posi- 
tiver Richtung ist daher: 

u^u^e V'^~\ (29) 



Diese Geschwindigkeiten nehmen also füi' die 
folgenden Durchgänge (n=U, 1, 2, '6, ■ ■ ■) in geometrischer Pro- 
gression ab, oder die natürlichen Logarithmen dieser Geschwindig- 
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keiten aehmen in aritlmietischer Progression ab, nämlich jedesmal 
lim den Betrag --- — ^7= . Diese Zalil beißt daher das „logaiith- 

iflische Dekrement" der Schwingungen, und da sie konstant ist, 
so heißen diese Schwiagnngen „gleichmäßig" gedämpft. 

Die Amplituden der Seh-wingungen, d. h. die maxieaaleu Elon- 
gationen, ergehen sieh nicht etwa aus (27), wenn man darin den 
sin gleich 1 setzt, sondern aus (28), wenn mau darin k = ü setzt. 
Sie besitzen das nämliche logarithmtsciie Dekrement, wie die Ge- 
schwindigkeiten (29) beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage. 

Für Mi = werden die Schwingungen ungedämpft periodiscli 
und die Gleichungen der Bewegung identisch mit den in § 12 ab- 



Zweites Kapitel. Bewegung im Räume. 

§ 16. Wie in § 3 die geradlinige Bewegung, so behandeln 
wir aach die räumliche Bewegung eines materiellen Punktes zu- 
nächst ohne Eücksielit auf ihre Ursachen, rein phoronomisch. Die 
räumliche Bewegimg eines Punktes ist bestimmt, wenn seine Lage 
als Funktion der Zeit t gegeben ist. Zur Chai-akterisiening der 
Lage eines Punktes im drei- 
7 7 dimensionalen Eaume sind 

drei Koordinatenachsen er- 
forderlich, die wir recht- 
winklig zueinander anneh- 
men, und deren positive 
~ ^ Eichtungen wir mit x, y, z 
bezeichnen. 

Durch diese Festset- 
X y znng ist die Natur des Ko- 

j,. g^ p^g 2 b. ordinatensystems aber noch 

nicht bestimmt, vitlmehr 
bleibt noch eine Zweideutigkeit übrig, die durch die beiden Fi- 
guren 2a und 2b illusti'iei't ist Die in diesen Figaren dargestell- 
ten beiden Koordinatensysteme lassen sich offenbar in keinerlei 
Weise durch Verschieben und Drehen vollständig zur Deckung 
hriügen, sie verhalten sich wie die rechte Hand zur linkem, Wohl 
aber läßt sich jedes beliebige andere rechtwinklige Koordinaten- 
system entweder mit dem System « oder mit dem System ö dui-ch 
Verschieben und Drehen vollständig zur Deckung bringen. 
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Daher zerfallen alle Koordinatensysteme in zwei Gruppen a 
und b, die man in folgender Weise cLarakterisieren kann: Wenn 
iaan den auswärts gerichteten Daumen als a-BicMung, den aus- 
gestreckten Zeigefinger als »/-Iticlitung, den zu lyeiden rechtwinklig 
ausgestreckten Mittelfinger als ^■-E.ichtung betrachtet, so stellt die 
rechte Hand ein System dei" Gruppe a, die linke Hand ein System 
der Gruppe h vor. Daher heißen auch die «-Systeme rechtshändige, 
die 6-Systeme linkshändige Systeme^ Wir werden hier, wenn nicht 
ausdrücklich das Gegenteü bemerkt ist, stets rechtshändige Systeme, 
wie in Fig. 2 a, benutzen. 

§ 17. Statt durch die Koordi- 2^ 

naten x, y, z wird die Lage eines 
Punktes F iai Eaume oft auch charak- 
terisiert durch die Angabe seiner Ent- 
fei'nung r vom Anfangspunkt zu- 
gleich mit den Winkeln g, )?, t, welche 
die Kichtung von nach Pmit den po- 
sitiven Koordinatenachsen bildet. Dann 
ist OP==r die Diagonale eines recht- 
winkligen ParaUelepipeds mit den 
Kantenlängen x, y, f. (Fig.3), und man h at :^ 

r^ = x^-{-y^^z^, (3Ü)' x 

COsg'=-^, COSJ/ = ^-, COS^ = y, ({(1) 

Die Größe r nehmen wir stets positiv, und die Bichtungs- 
winkel g, j;, g stets zwischen und n. Zn einer negativen Ko- 
ordinate gehört also immer ein stumpfer Richtungswinkel. Dana 
werden durch x, y, z die Werte von r, g, ?j, C, eindeutig btstimmt, 
,und ebenso nmg&kehrt. Doch sind die Winkel g, jj, t, nicht unab- 
hängig voneinander wählbar, sondern sie müssen nach den beiden 
letzten Gleichungen die Identität erfüllen: 

cos^s + cosä;;-f-c08^£=I. ■ (;i2) 

Dann ist nach (31): 

cosg:cos'?:cos5 = (r:y:2, (33) 

Man bezeichnet diese drei cos, deren Quadratsumme =^ 1 ist, 
kurz auch als ..Richtangscos" und ihre Verhältnisse als „Richtungs- 
verhältnisse". 

Die in der Richtung (§, % C) aufgetragene Strecke OIP, durch 
welche die I-age des Punktes P im Eatime eindeutig bestimmt ist, 
nennt man eine „gerichtete Größe" oder einen „Vektor", und be- 



B 



H..te.by Google 



22 I- Teil. 2. Kapitel. 

zeieliuöt sie, wie alle Vektoren, mit einem deutschen Buchstaben, 
hier r. Dann ist der Zahlenwert von r der „absolute Betrag" oder 
die „Größe" des Vektors r: 

(34) f = lr|. 

r und r sind wohl zu nnterseheiden. Haben wir z. B. zwei Punkte 
JP und F, so bedeutet die Gleichung r=r', daß P und P" gleich 
weit von entfernt sind, dagegen die Gleichung r=i'', daß PuudP' 
zusammenfalleB, die Gleicliuiig r = — r', daß Pund P* einander in 
gleicher Entfernung von gerade gegenüberliegen. 

Die durch (31) bestimmten öi'ößen x, y, z heißen die „Kompo- 
nenten" des Vefetors r in Eichtung der Koordinatenaclisen. Es 
sind die Projektionen der Strecke OP auf die Koordinatenachsen. 

Allgemein definiei-t man als Komponente x eines Vektors v 
in irgendeiner beliebig angenommenen Richtung die Projektion der 
Strecke [t;=^r airf diese Kichtung, d.h.: 

(35) a;' = rco8J, 

wenn <J der (spitze oder stumpfe) Winkel ist, den die Kichtung 
von X init der Eichtung von r bildet. 

Sind die Richtungswinkel |', ?/, ^ von x gegeben, so bereclinet 
sieh die Komponente x (und der in der Fig. 3 nicht gezeichnete 
Winkel i) auch wie folgt: Statt die Strecke r=^OP direkt auf 
die a;' -Eichtung zu projizieren, projiziere man zuerst die Strecke 
OA-^^x (Fig. 3), dann die Strecke AB^=y und endlich die Strecke 
BP — z auf die a;'-E!cht«ng, d. h. man lasse einen Punkt sich 
von geradlinig über A und B ,naeJi P bewegen und fälle in 
jedem Augenblicke das Lot auf die a'-Eiclitiing. Dann durchläuft, 
die Projektion des bewegten Punktes, d. h. der Fulipnnkt des 
Lotes, im ganzen die geradlinige Strecke von bis P, der Pro- 
jektion von P. Die algebraische Summe der drei auf x' projizierten 
Strecken ist also gleich der Entfernung des Anfangspunktes 
von P", mithin: 

(36) 3;-c03g' + y-cosV + s-eosC' = a;'. 
Daraus auch nach (31) und (35): 

(37) C0S<>=COSgCO8|'-|-COS»/C0S»j' -J-cosgcosg'. 

Nach der Gleichung (35) ist die Komponente eines Vektors v 
in seiner eigenen Eichtung (rf = 0) gleich r, die in der entgegen- 
gesetzten Eichtung {ä = jt) gleich — r, die in irgendeiner recht- 
winkligen Eichtung ((^ = y) gleich Nidl. 



H..te.by Google 



Bewegung im Baume. 23 

Die Gleichung (36) lehrt, daß man die Komponente x eines 
Vektors r in irgendeider fiichtung (|', ij, C) auch dadurch er- 
halten kann, daß maa, statt von dem absoluten Betrag des Vektors 
r, von seinen drei Komponenten x, y, z ausgeht, von jeder einzelnen 
dieser Komponenten die Komponente -in der ßichtung (g', vi, g') 
bildet und die so erhaltenen Beträge algebraisch addiert. Anch in 
dieser Beziehung sind also die drei rechtwinkligen Komponenten 
X, y, s vollkommen äquivalent dem Vektor r selber. 

§ 18. Die räumliche Bewegung des Punktes P ist bestimmt, 
wenn seine drei Koordinaten x, y, z als Funktioneu der Zeit t ge- 
geben sind: 

wobei wir die Funktionen f, ?>, i/j als reell, eindeutig und stetig 
voraussetzen. Durch sie ist natürlich auch die Bahn des Punktes 
bestimmt: eine gewisse ßaumkurve, deren beide Gleichungen er- 
halten werden, wenn man die Zeit t aus den drei Gleichungen (38) 
eliminiert. ^ 

Nun definieren wir, wie in §4, die 3 Größen: 



(39) 



und nennen sie die „Gesehwindigkeitskomponenten in Eiehtung der 
Koordinatenachsen" des Punktes P zur Zeit t. Es sind die Ge- 
schwindigkeiten, mit welchen sieh die Projektionen von P auf die 
Koordinatenachsen geradlinig bewegen. Ebenso definieren wir 
konseijuenterweise aligemeiner durch Differentiation von (36) als 
Geschwindigkeitskomponente von P in einer beliebigen Eichtung 
[si v'f (Ü6 Geschwindigkeit: 

!^^ = :i;' = ts' = Meosg'-f t'COS'/' + U'COSi:', (40) 

mit welcher sieh die Projektion des Punktes P auf diese Eichtung 
geradlinig bewegt. 

Auf Grund dieser Definition können wii' beweisen, daß die 
Geschwindigkeit ein Vektor ist. Denn setzen wir: 

u'^ + v^ + 'W^^q^ (41) 
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mit der näheren Eestimiöung, daß q positiv, und die Eichtungs- 
winkel X, (i, v zwiseheß und je liegen, so ist nacli (40);' 

n' = g (cos 7. cos s' + cos n cos j/ + cos v cos , 
und nach (37): 

(42a) m' = 5C0S£, 

wenn £ den Winkel zwisclien den Eiclilöngen (g', »/, g') und (;t, //, v) 
bedeutet. Die Komponente u ist also die Projektion der in der 
EicLtang {X, fi, v) aufgetragenen Strecke q auf die ai'-Eiclitung. 

Diese gerichtete Größe nennen ■wii' den „Geschwindfgkeits- 
Vektor" und bezeichnen ihn mit dem deutschen Buchstaben: 
(43) q = v. 

Die Differentiation eines Vektors x nach der Zeit bedeutet 
also nicht etwa die Differentiation seines absoluten Betrages r, 
sondern sie bezeichnet wiederum einen Vektor, dessen Kompo- 
nenten die Differentialquotienten der Komponenten voa v sind. 

Der Vektor c] hat eine sehr anschauliche geometrische Be- 
deutung. Durch Berüclcsichtigiuig von (39) werden nämlich die 
Gleichungen (41) und (42): 

_ d a? + dy" + d7ß lds\3 

- ... ™s,«=ä, eos^ = g, 

wobei ds das Bogenelement der Bahnkurve bedeutet, positiv in der 
Eichtung der Bewegung genommen. Die Eichtang von q fällt also 
mit der Eichtung des Bogenelements oder der Tangente der Bahn- 
kurve zusammen, und die Größe g = |ci| ist die Geschwindigkeit 
der Bewegung auf dieser Kurve. Nach (41) und (42) ist der Vdc- 
tor 15 nach Betrag und Eichtung die Diagonale eines rechtwink- 
ligen Parallelepipeds mit den Kantenlängen %i-, v, w. 

% 19. "Wir definieren weiter, wie in § 6, die 3 Größen: 



(46) 



und nennen sie die „Beschleunigungskomponenten in Richtung der 
Koordinatenachsen" des Punktes P zur 2eit t. Es sind die Be- 



(44) 


s>~.- 


und; 




(45) 


COSJ-^ 
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scfaleuuiguiigen, mit ■welcheü sieh die Piojektioneii you P auf die 
KooTdicatenachsen geradlinig bewegen. Ebenso definieren wir 
konseqnenterweise allgemeiner, dnreh Diffei-entiation von (40), als 
Beschleunignngskomponente von P in einer beliebigen Eichtung 
(l'f v'> £') ^iö Beschleunigung: 

-^ = ä'= ^ = «*= u cos s+i" cos //' + *" cos ^', (47) 

mit -welcher sieb die Projektion des Punktes P auf diese Kiehtung 
geradlinig bewegt. 

Auf Grund dieser Definition können wir beweisen, daß die 
BsschleunigHng ein Yeklor ist. Denn setzen wir: 

«a fü^ + V^'ä=^% (48) 

— --=C0SO, ~ = COSi?, — = C037, (49) 

p p V 

mit der näheren Bestimmang, daß p positiv, und die Eichtungs- 
■winkel a, ß, y zwispLen und jt liegen, so ist nach (47): 

u =p (cos a cosg' -\ cos ß cos tj' + cos 7 cos ^') . 
und nach (37); 

ji'=pcosö-, (50) 

wenn ö- den Winkel zwischen den Kichtungen (g' ?/ ^') und («, ß, y) 
bedeutet. Die Komponente u ist also die Projektion der in der 
ßichtung'(ß, (9, 7) aufgeti'agenea Strecke i) auf die a:*-Eichtung. 
Diese gerichtete Größe nennen wir, analog (43), den „Eescbleuni- 
gungs Vektor": 

p = tl=V. (51) 

Er wird, wegen (48) und (49), nach Betxag and Eichtung 
diirck die Diagonale eines rechtwinkligen Parallelepipeds mit den 
KantenlängeB u, v, w dargestellt. 

§ 20. Durch das Wort „Beschleunigung" werden Anfänger 
manchmal zu dem Fehler verleitet, die Größe |4|=p zu ver- 
wechseln mit der Größe 3=-;7f ■ Es ist derselbe Fehler, den man 
begehen würde, wenn man g(=|rj) gleich ^ setzen wollte. Unter- 
suchen wir daher den Zusammenhang der Größen p und g etwas 
näher. Nach (41) ist durch Differentiation nach der Zeit: 

qq = uü-^ vv -\-ww , 
also nach (49) und (42): 

q =2) (cos ß cos ^ + cos ßcosu-\- cos 7 cos f) , 



H..te.by Google 



26 



I. Teil. 2. Kapitel. 



und nach (37); 

(52) r/=J)COS(li,ll). 

Durcli Vergleichung mit (50) ergibt sich alsi» q als die Koui- 
poneiite des Beschleuiiig'iingsYelctors in der Eichtniig der Ge- 
schwindigkeit. Da die Eichtungen i\ (r, ß, 'y) und q {X, jj, v) von- 
einander gänzlich unabhängig sind, so Itana q jeden Wert zwischen 
+p und — p besitzen. Nur wenn jene beiden Eichtuugen zu- 
sammeufalleö, wie bei der geradlinigen Bewegung, ist q^ p. Wenn 
aber z. B. die Besehleunignng senkrecht steht auf der G-eschwindig- 
keit, so ist () = , d. h. die Größe der Geschwindigkeit g ist kon- 
stant, wähi-end die Größe der Beschleunigung p Jeden beliebigen 
(positiven) "Wei-t haben kann, t 

§ 21. Zur näheren Illustration der aufgestellten Definitionen 
und Sätze woUeü wir einen spezieilen einfachen Fall ins Auge 
nämlich die gleichförmige Kreisbewegung 



Punktes F. EinP 
Gleichungen 1 
(Ö3) 



wird dargestellt durch die 




= 5- cos OJ E . 



Binojt, ^ = 0, 
wobei r den Radius des Kreises, co O 0) die 
Winkelgeschwindigkeit oder Frequenz (§ 12) 
bedeutet (Fig. 4). Die Bahn des Kreises er- 
gibt sich durch Elimination Ton t aus (53): 



icH 



y- 



die Komponenten der Geschwindigkeit aus 
(39), mit o)(=^9) als Abkürzung: 



die Größe und Eichtuiig der Geschwindigkeit PA aus (41) und (42): 

die Komponenten der Beschleunigung aus (46): 

ü r= — 03^r cosrp, v = — (o^r simp , mj = Ü , 
endlich die Größe und Richtung der Beschleunigung aus (48) 

und (49): 

(54) j> = o>V, 

a = jt — <p, ß^-^ + 9, 7 = f- 
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Der Beschleunigimg-svektor ist also von F nach dem Mittel- 
punkt gerichtet, und wir haben hier ein Beispiel für den am 
Schluß des vorigen Paragraphen erörterten Fall, daß die Be- 
schleunigungtiiiehtung auf der Geschwiudigkeitsrichtuiig senkrecht 
steht, wodurch die Koustanz von q bedingt wird. 

§ 33. Jetzt erst fragen wir nach der Ursache einer Be- 
wegung, indem wir die Kraft einfilhren, welche die Bewegung 
hervorruft. Es versteiit sieh, daß die Definition dei- Kraft bei 
einer räumlichen Bewegung diejenige bei eiuer geradlinigen Be- 
wegung als speziellen Fall enthalten muß. Dadurch sind wir ge- 
nötigt, im Anschluß an (8) zu setzen: 
■tr . <P» 

wobei in wieder die von der Art der Bewegung unabhängige träge 
Masse des materiellen Punktes J? bedeutet; ferner, im Anschluß 

an (47): 

.Y' = mM =Zcosg'+rcosj/ + 2rcosg'. OiC) 

Wir definieren also allgemein die Kraftkomponente in irgend- 
einer Richtung (g', *?', ^) als das Produkt der Masse und der 
Komponente der BeschleanigTing in dieser Eichtung. Daraus folgt, 
daB die Kraft ein Vektor ist, dessen Richtung mit der Eichtung 
der Beschleunigung zusammenfällt, und dessen Betrag sich von 
dem der Beschleunigung nur um den konstanten Faktor m unter- 
scheidet. In der Tat: wenn wir, wie es in der Elektrodynamik 
üblich ist, den Kvaftvektor mit % bezeichnen, also: 

5 = mii = jnr , (57) 

setzen, so ergibt sieh für den absoluten Betrag F dieses Vektors 
aus (55) und (48): 

iP3 = Zä ^- Y^ + Z^ = m^p^ , (58) 

für die Richtung dos Vektors, nach (49) und (55) : 

c0Sa:COS^:C0S7 = Z:r:.^, (59) 

und für die Komponente in einer beliebigen Richtung (§', rf, g'), 
welche mit der Richtung der Kraft den Winkel d- bildet, nach 
(56) und (5(1): 

X' = J.eosi)-. (60) 
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Der Kraftvektor g wii-ö, wegeu (58) und (59), nach ] 
nnd Eichtung durch Öie Diagonale eines reehtwinkJigen Parallel- 
epipeds mit den Kantenlängen X, T, Z dargestellt. Da diese drei 
Komponenten, wie sich öurch Yergleichung TOn (56) und (60) ein- 
gibt, den Kraftvektor % vollständig ersetzen, und umgekehrt, so 
sind sie auch in ursäehlieler Beziehung ihm vollkommen äquiva- 
lent, d. h, man kann drei in den Riehtungen der Koordinatenachsen 
wirkende Kräfte X, F, Z nach dem Gesetz des Paa-allelepipeds zu- 
eammensetzen zu einer einzigen Kraft, deren GröÜe J' durch (58) 
und deren EicMung (c, (9, y) durch (59) heatimmt ist./ Ebenso 
kann man eine beliebig gerichtete Kraft nach demselben Gesetz 
zerlegen in drei nach den Koordinatenrichtungen wirkende Kräfte. 

§ 23. Die Gleichungen (55) odei- (57) enthalten das Grundgesetz 
der Mechanik eines materiellen Punktes. Man kann sie entweder 
dazu benutzen, um, wenn die Bewegung . (38) bekannt ist, die 
Kraft zu bestimmen, welche diese Bewegung bewirkt, oder nmge- 
ketirt, um, wenn die Kraft bekannt ist, die .Bewegung zu be- 
stimmen, welche von der Kraft bewirkt wird.\ Das eretere ist, 
wie man sieht, eine Aufgabe der Differentialrechnung, das zweite 
eine Aufgabe der lutegrab-echnung, also im allgemeinen mathe- 
matisch komplizierter. 

Bebandeln wir zuerst eine Aufgabe der ersteren Art, indem 
wir nach der Kraft fragen, welche die in § 21 betrachtete gleich- 
förmige Kreisbewegung bewirkt. Dieselbe ergibt sich unmittelbar 
ans der Kombination der Gleichungen (54) und (58) zu: 

(61) F^moj^r, 

and ist, wie 'die Beselileunigung, von P nach dem Kreismittel- 
punkt gerichtet. Man kann sie realisieren durch einen Faden, 
an dem man den materiellen Punkt F im Kreise herumsehwingt. 
Dann ergibt F die Spannung des Fadens. Die Gleichung (61) läßt 
sich auch schreiben: 

(62) -f'='^, 

ond liefert so ein gutes Beispiel für den Satz, daß die Frage: „Ist 
F bei einer gleichföi-migen Kreisbewegung proportional r oder um- 
gekehrt proportional rY\ gar keinen Sinn hat, so lange nicht an- 
gegeben wird, ob dabei o oder q konstant gedacht ist Ähnliches 
gilt für jede Größe, die von mehr als einer Variabein abhängig ist 
Bei den Anwendungen der Theorie auf Vorgänge in der Natur 
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handelt es sich meistens u;ii die zweitgenannte Aufgabe, die Be- 
wegang bei gegebener Kraft zu berechnea. Dann ist die Inte- 
gration von 3 Diiferentialgleichungea zweiten &rades zu vollziehen, 
■wobei 6 Integrationslcoustanten auftreten. Diese werden bestimmt 
durch den „Anfangszustand" (§ 10) des materiellen Punktes, d.h. 
durch die Lage und die Geschwindigkeit ds3 Punktes zur Zeit i = ; 
, = ,-0, (!:=qo, (63) 

welche gerade die 6 erforderlichen Bedingungen liefern. Im all- 
gemeinen versteht man unter dem „Zustand" eines materiellen 
Punktes au irgendeiner Zeit t den Inbegriff der 6 GtröGen, weiche 
den Vektor der Lage uud den Vektor der Geschwindigkeit für 
diese Zeit bezeichnen. 

Nehmen wir als erstes Beispiel den einfachsten Fall, daß die 
Kraft 3 = ist- Dann folgt aus (55) durch einmalige Integral;ion, 
bei Benutzung des Anfangszustandes (63): 

dx dv lifo 

dt "' d( "^ dt " ' 

und durch nochmalige Integration: 

x = U(it-\-X!^, y^V(,i + iJai z^WqI + s^- (64) 

Die Bahnkurve ist: 

^ T-?» _ ! / — n ^ fJZlo 

also eine Gerade, die durch die Anfangslage und die Eichtung der 
Anfangsgeschwindigkeit gegeben ist und mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit durchlaufen wird, wie es dem Trägheitsgesetz ent- 
spricht. Daraus folgt, daß jede Abweichung der Bewegung eines 
materiellen Punktes, auch einer mit gleichförmiger Geschwindig- 
keit, von der geradlinigen Bewegung das Vorhandensein einer ge- 
wissen Kraft anzeigt. Für eine gleichförmige Kreisbewegung 
haben wir dies schon im Vorstehenden bestätigt gefanden. 

§ 2L Wenn gleichzeitig mehrere Kräfte gi , ga i Sa ■ ■ ' ■ ^i^f 
einen materiellen Punkt wirken, so lassen sie sieh ersetzen durch 
eine einzige Kraft 5; denn bei jeder Bewegung des Punktes hat 
ja seine Beschleunigung einen bestimmten Wert. Man findet diese 
„resultierende" Kraft g, wenn man jede der Einzelkräfte 5i, 3ai Sa ' ■ ■ 
nach (58) und (59) in ihre Komponenten zerlegt: 

Xi = .Fl cos «1 , Fl = Fl cos ft , 2^ = F^ cos 71 , (65) 

und dann nach (19) die einer bestimmten Koordinatenrichtung ent- 
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sprechenden Koniponenten durch algebraische Addition zusammen- 
setzt. Dann ergeben sich die 3 Komponenten: 

(66) x=i:x,, Y=:sY,, z=:sz, 

dei- resultierenden Kraft %. Ia\ der Vektorrechnung bezeichnet 
man diese Zusammensetzung kurz mit: 



(67) g = 5i + Sa + 3-a + '-- — ^S,, 

indem man als „Summe Ton Vektoren" oder „vektorielle" Summe 
einen Vektos- bezeichnet, dessen Komponenten die algebraischen 
Summen der Komponenten der Einzelvektoreu sind. Der absolute 
Betrag dieser Summet, welcher die Größe der resultierenden Kraft 
darstellt, ist selbstTerständÜch wohl zu unterscheiden von der Summe 
der Größen -Fl , F^, F^,-- der einzelnen Ki-äfte. 

§35. Ehe wir zu weiteren Anwendungen übergeieu, wollen 
wir den allgemeinen ursächlichen Zusammenhang zwischen Kraft 
und Bewegung noch etwas anschaulicher gestalten. Auf einen in 
beliebiger Bewegung begi-iffenen Punkt, dessen Geschwindigkeits- 
zustand durch den Vektor c\ gegeben sei, wirke eine nach Größe 
und Eicbtung beliebig gegebene Kraft 5- Welchen Einfluß übt 
diese Kraft auf die nun folgende Bewegung? Wäre ^ = 0, 
so würde sich der Punkt mit gleichförmiger Geschwindigkeit in 
gerader Linie weiter bewegen, aber anch nur in diesem Falle. 
Daraus folgt, daß ^ in einem bestimmten Zusammenhang steht mit 
der Abweichung der Bewegung von der Gleichförmigkeit und von 
der Geradlinigkeit. 

Welcher Teil von g- bewirkt die Abweichung von der Gleicli- 
förmigkeit, also die Änderung des absoluten Betrags iq' =<;, welcher 
Teil die von der Geradlinigkeit, also die Änderung der Rich- 
tung {X, //, v) von q? 

Die Antwort auf diese Frage ergibt sich am einfachsten aus 
folgender Eechnung. Wenn wir in den Gleichungen (55) die 
Größen «, v, tv nach (4-2) und (45) durch j—, Q.j~, <l-r ersetzen, 
so folgt dm-cli Ausführung der Differentiation nach t: 

' dt ds ^ ^ ds* 
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yezeicliiieii wir nun die ersten Summandeii in diesen Glei- 
ehimgen mit Xj , Fj , Z^ , die zweiten mit X^, Tg , Z^, so können 
wir nach (67) j auffassen als die Resultierende zweier Einzel- 
kräfte gl und ga, deren Komponenten durch die 6 genannten Aus- 
dj'iicke dargestellt werden, also; 

3 = Si + &- (69) 

Die ertite Einzelkraft %i hat den absoluten Betrug: 

F, = y^"+T/ + Z,^^ m l^f i , (70) 

und ilu-e Eiclitnng fällt mit der Richtung des KuiTenelements ds 
oder der Geschwindigkeit q zasammen. 

Die zweite Einzelkraft Ja hat den absoluten Betrag: 

und ihre Eiclitungsyerliältnisse sind: 

<t^ ^ ^ ln-.y., 

da'>- dl,*- dg^- ^ ' 

Die beiden Kräfte 5i ^^^^ Ss stehen aafeinauder sejjkreeht 
denn es ist: 

dx a'jD dy rf»i/ (?3 rf":^ . ,,.. 

ärj^ + di-dl^ + ^'rfV^ — "' ^^^-' 

vie siiili durch Differentiation der Identität: 

nai.'.li s ergibt. Wir haben also liier die Kraft % zei'legt in zwei 
Komponenten Ji ''^^^ Sai deren erste in der Richtung der Be- 
wegung, de-en zweite in einer Richtung senkrecht darauf wirkt; 
und zwar ist unter allen Normalen dei' Kurve die Richtung (72) 
die der „Hauptnormalen", oder dei-jenigen Normalen, welche in 
der ,,Krhmmungs-" oder „Oskulationsebene" der Kurve liegt, d.h. 
in derjenigen Ebeae, welche da-ei aufeinanderfolgende unendlich 
benachbarte Punkte mit der KuiTe gemein hat. Diese drei Punkte 
bestimmen aucli den Kreta, der sich der Kui've möglichst eng an- 
schließt, und dessen Radius daher der „Krümmungsradius" q der 
Kurve genannt wird. Sein reziproker Wert ist gleich der Quadrat- 
wurzel in (71): 



^Vit 



+ S • c") 
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Alle diese Ergebnisse können wir physikalisch zusammen- 
fassen wie folgt: um dea Einfluß einer beliebig gegebenen Kraft % 
auf einen mit beliebig gegebener Geschwindigkeit () bewegten ma- 
teriellen Pankt zu finden, zerlege man die Kraft ^ in die beiden 
Komponenten parallel und senkrecht zar G-eschwindigkeitsrichtung, 
Die erste Komponente, die „Tangentialkraft" ^i, ergibt nach (70) 
durch ibren absoluten Betrag F^ die Änderung der Größe der Ge- 
schwindigkeit: 

('^^*) -^H±-S' 

wobei das -\— oder — Zeichen gilt, Je nac'idem die Kichtimg von 
^i der Uiehtung der Geschwindigkeit gleich oder entgegengesetzt 
ist. Die zweite Komponeate, die „Noroialkraft" fja i ergibt durch 
ihre Richtuug die Hauptnormale der Bahnkurve und damit die 
Krümmungsebene, and durch ihren absoluten Betrag F^ nach (71) 
und (74) den Krümmungsradius: 

(75) ?-=?". 

Da die Normalkraft nach dem Mittelpunkt des Krümmungs- 
kreises, dem „KrüQinnngsmittelpunkt'' , gerichtet ist, wird sie 
häufig auch „Zantripetalkraft" genannt. 'Diese Bezeiehnang ist 
insofern etwas bedeaklich, weil sie leicht die Vorstellung hervor- 
ruft, als ob diese Kraft in der Richtung nach einem vorgegebenen 
Ziel, dem Krilmmungsmittelpnnkt, hin wirkt, i Die Sachlage ist 
aber umgekehrt: primär vorgegeben ist die Kraft gg, und die 
Krümmung wird durch die Kraft erst sekundär erzeugt, sie hängt 
nach (75) aaßei" von der Kraft auch noch von dem Gesehwindig- 
keitszustand des bewegten Punktes ab. Je schneller sich der 
Punkt bewegt, um so größer ist q und um so kleiner ist die 
Krümmung. 

Wem die hier benutzten analytischen Relationen, betrefi'eDd 
die Hauptnormale und den Krümmungsradius einer Raumkurve, 
nicht zur Verfügung stehen, der kann sich die obigen mechanischen 
Sätze auch auf folgendem, mehr geometrischen Wege ableiten. 
Aus (56) erhält man durch Differentiation nach t mit Berücksichti- 
gung von (42 a): 

d iln , ds 

wo X die Komponente der Kraft ^5 in einer beliebig ausgewählten 
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Jionstaiiteu Biclitung x' bedeutet, tmd e der Winkel ist, den .diese 
RicJitung mit der EiclitRiig der G-eschwindigkeit q bildet. 

Je naclidem man nua die konstante ßichtnng x zusammen- 
fallen läßt mit der Taugente (s = 0) oder der Hauptnormale 

(£ = Y,(^£ = — y] oder der „Binormale" (s=^, (?e = ü) dex 
Uahnkurve in einem bestimnaten Punkt, erhält man aus (76) die 
Tangentialkraft oder die Normalkraft oder XuU, und damit die 
vorigen Sätze. 

Der Zusammenhang zwischen Tangentialkraft und Beschlcuni- 
gungskomponente -4 ist offenbar eine Verallgemeinerung des Ge- 
setzes (8) der geradlinigen Bewegung, 'der zwischen Normalkraft 
und Ki-ümmungsradius q ist eine Verallgemeinerung des Gesetzes 
(62) der gleichförmigen Kreisbewegung. 

§ 26, Wir betrachten jetzt die Bewegung eines materieUeo 
Punktes unter dem alleinigen Einfluß seiner Schwerkraft, also die 
nämliche Aufgabe wie die in § lü behandelte, nur mit dem Unter- 
schied, daß jetzt die ÄnfaQgsgeschwindigkeit §0 des Punktes nicht 
vertikal gerichtet zu sein braucht, sondern einen beliebigen Win- 
kel i-a [<i^) mit der Horizontalen bilden möge. Die Bewegung 
erfolgt offenbar in derjenigen vertikalen Ebene, welche durch die 
Richtung der Anfangsgeschwindigkeit bestimmt ist. Legen wir 
also, wie künftig in der Eegel, die 0-Achse in die Richtung nach 
oben, die ir-AcSise in die Ebene der Bewegung und den Koordi- 
natenanfangspunkt in die Anfangslage des Punktes, so lauten die 
vollständigen Bewegangsgleichungen {55} : 

mit den Anfangsbedingungen, für ;=0: 

3^0 ^= ö , ^0 = 0, Mo = ^0 cos .^0 > ^"0 = (^0 sin Xu . 
Die erste Integration ergibt, mit Rücksicht auf die Anfangs- 
bedingungen: 

« = S = (7oCOS^o 

Die zweite Integration ergibt: 

l'lanük, AUgemehie Meuha.uUi. 2. Aufl. 



(77) 
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X '^^^ q^ GQS Xq ■ t 

Durch Elimmation von t erhalt man hieraus die Gleichung 
der Bahnkurve: 

(79) ^ = -2rV.L;:o"^' + '^"^'''^' 

eine Parabel, deren Achse der ^-Achse parallel ist (Fig. 5). 

Ihi- zweiter Schnittpunkt mit der x-Achse ergibt die „Wurf- 
weite": 

OA-'-- '";'"-' , 

ihr Maximum (j^-"=0] ergibt die „Wurf höhe'': 

Wenn Qq konstant, aber Zc, veränderlich angenommen wird, sd 
erhält man die größte Wurfweite für Xf, = ^ , die größte Wurf- 
höhe füi- ^■o=Y' 

Um ein bestimmtes Ziel (xi, z^ zu treffen, hat man ^o so zu 

wählen, daß die G-leiehung (79) dru-ch » = 3^1, z = z-^ befriedigt 

wird. Dies ergibt für tg l^ eine 

2 quadratische Gleichung, also entweder 

I . zwei oder gar keinen reellen Wert 

J^a c für )■(,, abgesehen vom Grenzfali. Ent- 

^-""[^^''^-^^ weder läßt sich also, bei gegebener 

Ä^^ \ X^ ÄBfangsgeschwindigkeit, das Ziel 

^ B A ^ dui-ch zwei verschiedene Würfe treffen 

Fig. B. (Flachschuß, Steilschuß), oder, wenn 

es zu weit entfernt ist, überhaupt nicht. 

Bemerkenswert ist nocli die Beziehung, welche angibt, wie 

groß die Geschwindigkeit g des Punktes an einem bestimmten 

Ort {x, s) ist. Dieselbe ergibt sich durch Elimination von t ans 

(77) und (78) und lautet sehr einfach; 

(80) g^^2gz = q^K 

Die Geschwindigkeit q hängt also nur von der Höhe z ab, und 
die Pai-abei liegt nicht nur symmetrisch zu ihrer Achse, sondern 
sie wird auch symmetrisch durchlaufen, da in den beiden Punkten, 
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welciien der nämliclie Wert von z zukommt, aiicli die GeRchwindig- 
keit wieder die nämliche ist. 

§ 37. Um den Luftwiderstand zu berüeksichtigeii, hat maii 
außer der Schwerkraft noch eine zweite Kraft einzuführen, welche 
m jedem Augenblicke der gerade vorhandenen Geschwindigkeit 
entgegengeriehtet ist, und deren Größe TT in gewisser Weise von 
5 abhäRgt. Dann lauten die Bewegungsgleichungen, mit Rücksicht 
auf (66): 

X-= — Tf'^^ = — >f-==m^' ) 



Z=^mg-li!^~—mg-W-=m~-^ 



(81) 



Ihre Integration kann erst erfolgen, wenn W als I^'nnktio]l 
von 2 bekannt ist Für kleinere Geschwindigkeiten ist "W pro- 
portional q_ (vgl. §13), für größere ändert sieh erfahrungsgemäß 
W schneller mit g als mit der ersten Potenz. Die Bahn ergibt 
sieh nicht melu* als Parabel, sondern als „ballistische Kurve". 
Ihre Ausmessung kann umgekehrt dazu dienen, am TT als Funk- 
tion von 5 zu bestimmen. 

Drittes Kapitel. Zentralkräfte. Potential. 

§ 28. Ehe man an die Integration der Bewegungsgleichungen 
eines materiellen Punktes geht, muß man vor allem die Kraft 
kennen lernen, die auf ihn wirkt, and der Behandlung diesei' Auf- 
gabe ist das gegenwärtige Kapitel gewidmet. Unter allen Kräften 
der Natur sind am besten erforscht die Zentralkräfte (§ 12), und 
unter diesen ist hinwiederum die wichtigste diejenige, deren Größe 
umgekehrt proportional ist dem Quadrat der Entfernung, wie die 
Newtonsehe Gravitation, Mit ihr wollen wir ims daher zunächst 
beschäftigen. Die Frage nach dem Ursprung der Gravitation können 
wir hier ganz tinerörtert lassen; denn die Bedeutung des Gravita- 
tion^esetzes hängt nicht ab von der Beantwortung diesei' Frage, 
sondern sie beruht darauf, daß dasselbe die Bewegungen aller 
Himmelskörper bis in die feinsten Einzelheiten in einen sehr ein- 
fachen nncl sehr genauen Aasdruck zusammenfaßt. 

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz wird ein mate- 
rieller Punkt mit der Masse m von einem anderen, in der Ent- 
fernung r befindiiehen materiellen Punkt mit der Masse }t ange- 
zogen mit der Kraft: 

F^f.'^^t. (82) 
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Hiertiei liedeiitet f, die Gravitatioiiskonstanto, eine absolute 
oder imi?erseUe Konstante, deren Zahlenwert natürlich von den 
für Masse, Länge und Zeit festgesetzten Einheiten abhängt, und 
zwar besitzt / nach (8a) die Dimension: 

Wir werden den Zahlen wert vi>n fm cm, g, sec spätei' {§ 34-) 
berechnen. 

Hätten wir über die Masseneinheit nicht schon willkürlich ver- 
fügt, so stände nichts im "Wege, die Masseneinheit so zu defi- 
nieren, daß: 

f=i. 

Dann wäre die Gfravitationsfconstante eine reine Zahl, und die 
Masse wäre keine selbständige Größe, sondern von der Dimension: 



Die so definierte Masseneinheit wird der Bequemlichkeit halber 
in der Astroaomie benntzt und heißt daher „astronomische Massen- 
einheit". Man ersieht hieraus wiederum, daß die Dimension einer 
physikalischen Größe nicht etwa eine ihrer Natur inhärente, son- 
dern eine durch die Wahl des Maßsystems bedingte konventionelle 
Eigenschaft ist Wäre dieser Umstand stets gewürdigt worden, 
so wäre der physikalischen Literatur, besonders derjenigen der 
elektromagnetischen Maßsysteme, eine Fülle von unfruchtbaren 
Kontroversen ei-spart geblieben. 

§ 39. Der Ausdruck (82) gibt nicht nur die Kraft, mit welcher 
der Punkt m von' dem Pankt fi angezogen wird, sondern er stellt 
auch die Kraft dar, mit welcher der Punkt n von dem Punkt m 
angezogen wird, wie übrigens auch schon aus dem symmetrischen 
Bau des Ausdrucks gefolgert werden kann. Dies ist ein spezieller 
Fall des dritten Newtonschen Axioms: des Prinzips der Gleichheit 
von Aktion und Eeaktioh (oder von Wirkung und Gegenwirkung), 
welches ganz allgemein besagt, ,daß jeder Kraft, welche ein 
materieller Punkt auf einen zweiten ausübt, eine gleich- 
große und entgegengesetzt gerichtete entspricht, welche 
der zweite Punkt auf den ersten ausübt. Ein zur Erde 
fallender Stein vom Gewicht Q zieht die Erde mit der nämlichen 
Kraft <? an wie die EMe den Stein. Daß die Erde sich nicht 
merklich gegen den Stein hin bewegt, liegt nui- an ihrer gegen- 
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über dem Stein ungeheuren ti'ägen Masse, welche nach (8) durch 
die Kraft G nur verschwindend wenig beschleunigt wird. 

Das dritte Newtonsche Axiom läßt sich in ToUer ÄUgemein- 
heit auf andere Prinzipien zurückführen (vgl. § 129). Für den 
hier vorliegenden spezieilen Fall genügt folgende Betrachtung. 
Wir denken uns die beiden materiellen Punkte m und ,« „starr ver- 
hunden", d. h. an den Enden eines inkompresaibeln und unaus- 
(lehnbaren, Im ührigen frei beweglichen Stabes von verschwindend 
kleiner Masse befestigt. Würden nun die von den beiden Punkten 
aufeinander ausgeübten, in der Fig. 6 durch Pfeile bezeichneten 
Anziehungskräfte nicht gleichgroß sein, so müßte sich das ganze 
betrachtete System in der Richtung der größern Kraft in Bewegung 
setzen, und da die Entfernung r, also auch die 
Kräfte konstant bleiben, so bliebe auch ihre Diffe- 
renz konstant, luid die G-esehwindigkeit wüi-de >^ 
daher im Lauf der Zeit über alle Grenzen hin- ^.^^ 
aus .wachsen. Ein solcher Vorgang ist aber in ^^^ 
der Natur unmöglich.. Fi « 

§ 30. Bezeichnen wii' die Koordinaten des 
Punktes s« (Fig. 6) mit x, y, s, die des Punktes ß mit g, rj, i;, so 
sind die Komponenten der Gravitationskraft, welche auf m wirkt: 

y-f^-"^' (84) 

wobei: 

r^ ^(x- g)^ + (tj- ^y -+{z- g)^ (85) 

Wie man sich leicht durch Betrachtung einfacher Spezialfälle 
überzeugen kann, ergeben diese Ausdrucke auch das Vorzeichen 
der Komponenten für alle Lagen der beiden Punkte rfchtig, 'falls 
die Größe r stets positiv genommen .wird. 

Wenn der Punkt m von mehreren anderen Punkten mit den 
Massen /ii, H3, ,«3, ■ ■ ■ ■ zugleich angezogen wird, so sind die Kom- 
ponenten der resultierenden Kraft, die auf ihn wirkt, nach (66) 
und (84): 

X^/)?i-^ ^^^^;7^ ^- usw., (86) 

vi'obe^ die Summation über die Indizes 1, 2, 3, ■ ■ ■ ■ zu erstrecken ist. 
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§ 31. Wir wollen nun annehmen, daß die anziehenden Massen 
einen endlioieü Eaum stetig ausfüllen, d. li. wir wollen die Gravi- 
tationswirkung eines endlich ausgedehnten materiellen Körpers auf 
einen materiellen Punkt berechnen. ,. Dies Problem läßt sieh auf 
das vorige zui-ückführen, indem wir den materiellen Körper durch 
eine di'eifach unendliche Schar von Ebenen, parallel den Koordi- 
natenebenen, in eine di-eifaeh unendliche Anzahl von Yolumen- 
elementen zerlegen, deren jedes eine Masse fi enthält, die als mate- 
rieller Punkt betrachtet werden kann. Um ß zu finden, denken 
wir uns zunächst, der Körper sei „homogen", d. h. er enthalte iß 
gleichen Volumina gleiche Massen. Dann ist das Verhältnis irgend- 
eines Massenteits zu dem Volumen,, das er einnimmt, eine Kon- 
stante, und gleich dem Quotienten der Masse M des ganzen Kör- 
pers durch sein Volumen V: 

Die Konstante 1c ist die „Diclite"..des homogenen Körpers. 

Ist aber der Körper nicht homogen, so bezeichnet man das 
Verhältnis irgendeines Massenteils AM zu dem Volumen AY, das 
er einnimmt, als die „mittlere DicMe" dts Körpers in dem be- 
treffenden Volumen. Die mittlere Dichte ist im allgemeinen ab- 
hängig von der Lage, Größe und Form des betreffenden Volumens. 
Läßt man nun das Volumen AV unbegrenzt abnehmen, bis es zum 
^''olumenelement dV wird, wobei auch die darin enthaltene Masse 
zu einem matenellen Punkt [i zusamnienselirumpft, so geht die 
mittlere Dirhte uber in die lokale Dichte: 

(8') jT-*' 

welche nur mehr vom Ort 0, ?/, C,, nicht aber von der Größe und 

der Form des Volumenelements: 

(88) dy=ds-d7]-di 
abhangt, 

Ist h als Funktion von g, tj, C, gegeben, so ist die Massenver- 
teilung im ganzen Körper vollständig bestimmt. Insbesondere ist 
die Gesamtmasse des Körpers nach (87): 

(89) M^Sii=fhdV. 

Die Substitution des Wertes von /i ans (87) in (86) ergibt die 
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Komponentea der Anziehungskraft, die der uiaterieUe Punkt m 
durch einen stetig ausgedehnten materiellen Körper von gegebener 
Dichte h erfährt: 

X^-=fm I ^- ---3— — USW., (90) 

wobei: 

Die Integration ist über alle Punkte i, »?, ? des Körpers za 
erstrecken, wobei Ic als gegebene' Funktion von g, »/, C, zu; denken 
ist, während die Großen x, y, z bei der Integration konstant 
bleiben. 

§ 33. Als Beispiel" berecliuen wir die Anziehung, welche eine 
materielle Kugel von gegebener Dichte h auf den materiellen 
Punkt m ausübt. Für die Ausfubrnng der Integration in (90) ist 
es zweckmäßig, statt der geradlinigen Koordinaten g, ri, ^ Polar- 
koordinaten Q, -9-, p einzuführen, deren Bedeutung sich an Fig, 3 
(§ 17) erläutern läßt wie folgt Wenn die Polarkoordinaten q, ö-, g) 
sich aaf den Punkt F beziehen, so_ ist ^ (positiv) die Sti-ecke OP, 
& (zwischen und :!t) der Winkel" zwischen der s'-Achse und der 
Richtung OP, g> (zwischen und 2jr) der Winkel zwischen der 
3:ä:-Ebene AOs und der den Punkt P enthaltenden Ebene BOs, in 
der Richtung von der xs-Ebene zur ^^■-Ebene gerechnet Daraus 
ergeben sich eindeutig die Beziehungen zwischen den Polai-koordi- 
naten und den geradlinigen Koordinaten §, /;, ^ des Punktes P: 

g = P sin ö- cos <p , »; = C sin S' sin 9) , C, = QmaO-. (92) 

Entsprechend den eingefüiu'ten Polai-koordinaten nehmen wir 
auch die Teilung des Körpers in Volumenelemente dV vor. Zu- 
nächst teilen wir die ganze Kugel in unendlich dünne konzen- 
trische Kugelschichten, von denen eine den inneren Eadius q, den 
äußeren Radius p + dp hat, und berechnen zunächst die Anziehung 
der in dieser Kugelschicht enthaltenen Masse auf den Punkt m, 
d. h. wir erstrecken die Integration in (90) nur auf die Volumen- 
elemente dV dieser Kugelschicht. Dann bleibt p und äQ bei dei- 
Integration konstant, und wir haben nur über 9- und y zu inte- 
grieren. Um nun dV durch die Polarkoordinaten auszudrücken, 
teilen wir die Kugelschicht weiter durch unendlich viele unendlich 
benachbarte Flächen ö- = const und (p = const Die ersteren sind 
einfache Eotationskegel um die «-Achse mit der Spitze in 0, die 
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letzteren sind Haitiebenen, die von der s-Ächse begTenzt werden. 

Zwei benachbarte Kegel 9 anäS +äl)- sclmeiden zwei parallele 
Breitenkreise, zwei benacitbarte Ebenen cp und 
q) + ä()r, schneiden zwei halbe Meridian- oder 
Längenkreise auf der Kugel p aus (Fig. 7). 
Dadurch wird ein rechtwinkliges Flächen- 
element abgegrenzt, dessen Inhalt dargestellt 
wird durch das Produkt des Bogenelements 
anf dem Längenkreise: Q-äö- und des Bogen- 
elements auf dem Breitenkreise: psia&-d(p, und 
hieraus ergibt sich durch Multiplütation mit di> 
das Volumeöelement der Kugelscliicht: 
(93) dV =i>« sind- -dd-äfp-dQ. 

Um die Ausführung der Eechnung zu erleichtern, nehmen wir 

den angezogenen Punkt m auf der positiven s-Achse beflncllich an, 

was offenbar der Ällgemeiiilieit des physikalischen Falles keinen 

JEintrag tut, d.h.: 

(94) 37 = 0, y = 0, s>0. 

Dann ist, wie physikalisch leicht einzusehen, X=0, 7=0, 

und die ganze Anziehung reduziert sich auf die Komponente Z, 

welche sich nach (90) mit Bertleksiehtig-ung von (92) und (93] 

folgendermaßen ergibt: 

Z^=fmQ^dQ- I 1 ^™-^j — ~ -Jcsiall-düdip. 

Xuii wollen wir die Kugelschicht homogen, d. h. die Dichte k 
von & und tp unabhängig annehmen. Dann tritt h vor das Inte- 
gralzeichen, und die Integration über ?> von bis 2jt läßt sich- 
■ ausführen: 



Z=^ 



^fmlciJ^ 



dof' 



■sinOdD . 



Das letzte Integral läßt sich leicht berechnen, wenn man r als 
Integrationsvariable benutzt. Hierbei ist nach (91), (92) und (94): 

(95) ra = pS + ^a — -Iqs COS d' , 
und daraus, bei konstantem q und s: 

(96) rdr = ()Z sin »d9. 

Folglich, durch Einführung von r und d^- statt fr und dd: 
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Hier sind r^ und r^ die Werte von r i'iir Ö-^O und ö==:t, 
aiso nacli (95), da r>0: 

'■.-k-cl, r,_2 + (,. (97) 

Die Ausführung der IntegTation ergibt: 

Z^- '"'^»'" -l^r,-r,-{g'-s')0--ir)Y 

Um Ta auswerten zu können, müssen wir zwei Fälle unter- 
scheiden. 

1. Fall. e'>Q, ci. h. der Punkt m befindet sieh außerhalb der 
Kugelschicht, 

Dann ist r^^^z — q, und: 

wenn man mit dM die Gesamtmasse der Kugelscliiclit bezeichnet. 
Die Anziehung einer homogenen Kugelsehieht auf einen materiellen 
Punkt außerhalb derselben ist also ebenso groß, als ob die Masse 
der Schicht im iHittelpiinkt der Kugel vereinigt wäre. 

2, Fall. «;<(), d. h. der Punkt m befindet sich im inneren 
Hohlraum. 

Dann ist ^^=9 — -■, n^"^^- 

Z--^\). (97 b) 

Die Anziehung einer homogenen Kugelschicht auf einen mate- 
riellen Punkt im Innern derselben ist also gleich Null. 
— § 33, Die für die Gravitationswirkung einer homogenen un- 
endlich dünnen Kugelschicht gewonnenen Resultate lassen sich un- 
jnittelbar verwerten fUr die Berechnung der Anziehung einer 
Kugelsehieht von endlicher Dicke, wobei auch die Vollkugel als 
Spezialfall inbegriffen ist. Vorausgesetzt muß nur werden, daß 
die Dicke h von den "Winkeln d- und <p unabhängig ist, während 
k vom Radiusvektor q beliebig abhängen kann. 

Wir beschi'änken uns hier auf die Betrachtung einer homo- 
genen Hohlkugel mit den Radien y-i und pa > pi , Indem wir ihre 
Anziehang auf einen JVfassenpunkt m in der Entfernung ro vom 
Kugelzentrum berechnen. Dann sind drei Fälle zu unterscheiden. 
^ 1. Fall. Der Punkt m liegt außerhalb der Hohlkngel. r^'>Q2- 
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Dann wirkt jede der kouzentrisclieii unendlich dünnen Kugel- 
schiciiten ebenso, als ob ihre Masse im Kngelzentrum vereinigt 
wäre. Also wirkt auch die ganze Masse: 

der Hohlkagel ebenso, und die Anziehung wird: 

(98) F^ = ^xfmh ■ ^~^-' . 

2. Fall. Der Punkt m liegt irgendwo im inneren Hohlraum. 

ro<Pi. 
Dann ist die Anziehung: 

(99) F^^t). 

3. Fall. Der Pnjikt m liegt innerhalb der Massen schiebt. 

Dann lege man durch den Punkt m die konzentrische Kugel- 
fläche mit dem Eadius r^, welche die ganze Hohlkugel in zwei 
Teile teilt, eine innere Hohlkugel mit den Radien q, und j-q, und 
eine äußere Hohlkugel mit den Radien r^ und q^. Die Anziehung 
der letzteren ist nach (99) gleich Null, es bleibt also allein übrig 
die Anziehung der ersteren, welebenach (98) ausgedrückt wird durch: 

(iOO) -^3 = -J-^P«'^--"-7-/' • 

Es ist von Interesse, zu untersuchen, wie sich der Betrag F 
der Anziehung verändert, wenn der angezogene Punkt m aus un- 
endlicher Entfernung (r^^xi) kommend sich der Hohlkugel nähert 
und durch die Massenschicht hindurch in den inneren Hohlraum 
rückt, bis r(| = wird. Zuerst gilt die Formel (98), dann die 
Formel (lÜO), endlieh die Formel (99). Dabei ist besonders wichtig, 
daß für die Grenzfälle t^^Qs ''^^^ ^o = Qi die sich ablösenden 
Formeln jedesmal den nämlichen Wert von F liefern, nämlich für 
ra==i>2 den Wert: 

(101) F,-----Fs^-^:^fmk-^-^'-^^^\ 

und für '"o^'Pi den Wert: 

Die Anziehnngskraft F ändert sich also durchaus stetig mit 
der Lage des Punktes m, auch wenn deraelbe durch die Oberfläche 
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der anziehenden Masse hiadureligelit. Dieser Satz besitzt offenbar 
allgemeine Gültigkeit, auch fttr nichtkugelförmigo Massen; denn 
wenn die Anziehung F an der Überfläcbe einer ajiziehendeu Masse 
unstetig -wäre, d. h. auf beiden Seiten derselben verschiedene "Werte 
besäße, so könnte der eintretende Sprung nur von der Gravitations- 
wirkung derjenigen an der Oberfläche liegenden Massenteilehen 
herrühren, welche dem Punkt m zunächst liegen; diese lassen sieh 
aber mit einer hier genügenden Annäherung als Stück einer homo- 
genen Kugel von entsprechender Dichte denken, für welchen Fall 
die Stetigkeit oben bewiesen ist. — 

Für eine Vollkugel vom Kadiiis IR ist t>i = 0, Q2^R, uud die 
Anziehung auf einen Punkt m in der Entfernung r(i<'Ä vom 
Mittelpunkt wird nach (100); 

F--^^jtfmhr,, {102) 

d. h. die Anziehung einer homogenen Kugel auf einen Massenpunkt 
im Innern derselben ist direkt proportional seiner Entfernung vom 
Mittelpunkt, und unabhängig vom Eadius der Kugel. Den gi-ößten 
Wert erreicht die 'Anziehung an der Oberfläche der Kugel 

§ 34. Bin wichtiges Beispiel für die gefundenen Sätze bietet 
die Gravitationswirkung der Erde auf einen Massenpunkt m an 
ihrer Oberfläche; denn diese stellt das Gewicht G = mg des 
Massenpunktea dar (§ 10), Zwar ist die Erde sicherlich nicht 
homogen, aber ihre Dichte k wird wesentlich nof von p, nicht 
aber von der Richtung (Ö, 9») abhängig sein, so daß die Erdkugel 
in konzentrische unendlich dünne homogene Schichten zerlegt ge- 
dacht werden kann. Demnach ist ihre Anziehungskraft auf einen 
Punkt m an der Oberfläche: 

fmM 

wenn R den Kadius, M die Masse der Erde bedeutet, oder: 

Hier sind g und-ffi als direkt meßbar anzusehen, woraus sich 
dann der Wert von fM ergibt. Dagegen lassen sich die beiden 
Faktoren fM nicht trennen ohne eine besondere Messung. Die 
Aufgabe, die Masse M der Erde zu bestimmen, ist also wesentlich 
identisch mit der Aufgabe, die Gravitationskonatante f zu be- 
stimmen. Es geschieht dies durch Messung der Gravitations- 
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■Wirkung- irgendeiner bekannten Masse,, z. B. eines Gebirges von 
bekannter Form und Dichte, oder eines Bleifclotzes. Die Masse .M" 
der Erde drückt man gewöhnlich so aus, daß man ihre mittlere 
Dichte angibt: 

(104) *._*_5,5[^]. 

Da die Dichte der an dei' Erdoberfläche lagernden Gesteins- 
massen nur ungefähr 2,5 betrögt, so nimmt die Dichte der Erde 
nach dem Erdmittelpunkt hin stark zu. 

Der Zahlenwei-t (104) entspricht nach (103) der Größe der 
Gravitationskonstanten : 

(105) /■=.ö,7.1U-8[^]. 

§ S5. Wir kehren nun zu dem allgemeinen Fall beliebigei' 
■ Zentralkräfte zurück, indem wir die resultierende Anziehung eines 
beliebig gelagerten Systems von Massen auf einen einzelnen Massen- 
punkt P betrachten. Die wirkenden Massenpunkte, deren Koordi- 
naten wieder g, tj, C. seien, nehmen wir als ruhend an, den Punkt F 
aber, auf den die Wirkung ausgeübt wird, und der deshalb auch 
als „Äufpunkt" bezeichnet wird, als beweglich, seine Koordi- 
naten X, y, z daher als veränderlieh. Es handelt sich um die 
Frag«, wie sich die Anziehung nach Größe und Eichtung ändert, 
wenn sich der Aufpunkt P im Räume irgendwie bewegt. 

Der Allgemeinheit halb er setzen wir nicht gerade das New- 
tonsche Gravitationsgesetz, sondern ein beliebiges Anziehungs- 
gesetz voraus, indem wir die Größe der Anziehung, welche ein 
Punkt g, % g auf den Punkt P ausübt, gleich irgendeiner Funk- 
tion /■(r) der Entfernung r setzen. Für das Newtonsche Gravi- 
tationsgesetz geht dann f{r) in (82) über. Für das allgemeinere 
Kraftgesetz ergeben sich dann die Komponenten der resultierenden 
Anziehung eines Systems von Massenpunkten g, >?, K, auf den 
Punkt P, nach dein Muster der Gleichungen (84) und (86), folgender- 
maßen : 

fi06) ^""^yCn)'*^^, 

Die Summation ist über die Ordniingszalilen 1, 2, 3 ■ ■ ■ ■ der 
anziehenden Massen zu erstrecken. Anch der Fall abstoßender 
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Kräfte ist in diesen Gleichungen mit enthalten, man braaclit clann 
nur f negativ zu nehmen. Wenn die wirkenden Massen stetig auf 
einen endlichen .Raum verteilt sind, so ti'eten an die Stelle der 
Summen Integrale, wie oben in § 31. Auch füi- diesen FaU gelten 
die nun folgenden Betrachtungen. 

§ 3tt. Um den Einfluß einer Ortsveränderung des Äufpunktea P 
auf die Grröße und Richtung der auf ihn wirkenden Anziehungs- 
kraft festzustellen, haben wir die Komponenten X, Y, Z der resul- 
tierenden Kraft als Funktionen der Koordinaten x, y, z des Auf- 
punktes zu untersuclien. Da zeigt sich nun das -wichtige Resultat 
daß die drei Funktionen X, Y, Z sich stets auf eine einzige 
Funktion zurückführen lassen. 

Setnen wir nämlich: 



jm-dr^^ 



-F{r), (107) 



U= F{r,) + F{r^) + . . . = S_F(r,) , {108) 

so folgt, wenn wii- die so definierte Funktion ü etwa nach x difle- 
rentiieren; 

Nun ist nach (85) durch partielle Differeaziation nach x: 

rf^~^-h- (109) 

Dies in die letzte Gleichung eingesetzt, ergibt mit Rllcksicht 
auf (106) die Beziehung: 

X= — -i-- , ebenso: Y--= — -7- und if = — t— . (110) 

Die Funktion ü, deren negative nach x, y, z genomtaenen 
Abgeleitete die Kräftekomponenten darstellen, heißt das Potential, 
der wirkenden Massen auf den Punkt P. In ihr bleibt eine addi- 
tive Konstante unbestimmt, wegen der unbestimmten unteren Grenze 
des Integrals (107). Diese Konstante hat offenbar teinei-lei physi- 
l^alische Bedeutung. 

Für den speziellen Fall der Newtonschen Gravitation geht 
fi-'') in (83) über, demnach wird nach (107): 
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und das Gravitationspoteiitial lautet nach (108); 

(111) U-^-fm'^'^^. 

Hier i?t über cliö additive Konstante der Einfacldieit halber 
in der Weise verfügt, daß U verschwindet, wenn dei- Aufpunkt P 
iß unendliche Entfernung von allen anziehenden Massen liickt. 

Durch die Einführung des Potentials wird die Behandlung des 
ganzen Anziehungsproblems ungemein vereinfacht, da nun statt 
3 Funktionen uar eine einzige zu untersuchen ist. Außerdem bietet 
das Potential gegenüber der Kraft selbst noch mehrfache Vorteile, 
so z. B., daß es einfach und sjTnmetrisch gebaut ist, and daß bei 
der Zusammensetzung dei' Wirkungen mehrerer lilassen die Poten- 
tiale sich einfach addieren, wahrend die Kräfte erst in die Kom- 
ponenten zerleg"t werden müssen. "Derartige Größen, wie das Poten- 
tial U und die Masse in, die keine Richtung besitzen, sondern 
durch einen 'einzigen Zahlenwei-t vollständig definiert sind, be- 
zeichnet man zum Unterschied von Vektorgrößen als „skalare" 
Größen. 

Wenn die anziehenden Massen stetig im Raum verteilt sind, 
mit einer als Funktion von g, »/, C, gegebenen Dichte k, so ver- 
wandelt sieh nach (87) die Summe (tll) in das Integral: 

(112) ü^^fmf'^. 

Hier ist dV diu-ch (88), r durch (91} gegeben, und die Inte- 
gration ist über alle Punkte §, j;, g des von den anziehenden 
Massen erfüllten Raumes zu ersti-ecken. Da r stets >() ist, so ist 
das Gravitationspotential U eine wesentlich negative Größe. 

§ 37. Um die Vorteile der Einführung des Potentials hervor- 
treten zu lassen, behandeln wir jetzt dasselbe Beispiel, wie oben 
in §32: die Anziehung einer unendlich dünnen homogenen Kugel- 
schieht auf einen in der positiven ^-Achse befindlichen Aufpunkt, 
mittelst des Potentials. Die Bezeichnungen, bleiben dieselben wie 
dort. Dann ist nach (112) and (9.S): 



ü^-fmlcQhlyf f^'^ 



Die Integration nach q>, von bis 2jr, läßt sich unmittelbar 
ausfüliren. Statt 9- führen wir nach (95) und (96) wieder r als 
Int^rationsvai-iable ein, und erhalten dann leicht: 
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JJ-= — 2j):/'m/c(>rf (>■——■", 

wo fo uud »'i dui-ch (97) gegeben sind. 

Nun mllssen wir wieder die beiden fälle untersclioiden: 

,1. Fall. z~>Q, d. li. der Aufpankt befindet sici außerhalb der 

Kugelscliicht. Dann ist »•0 = 2 — ?, und: 

wenn dM wieder die Masse der Kugelschiclit bezoiclinet. Also ist 
das Potential einer homogenen Kngeisehicht auf einen Massen- 
punkt außerhalb derselben ebenso groß, als ob die Masse der Schicht 
im Kugelmittelpunkt vereinigt wäre, und die Anziehungskraft wird 
nach (HO): 

Übereinstimmend mit (97 a). 

2. Fall. s<e, d.h. der Aufpunkt befindet sich im. inneren 
Hohlraum. Dann ist ro = p — z, und; 

U= — ijifm}cede^ — f^^^-^. (114) 

Also ist das Potential einer homogeoea Eugelschicht auf einen 
Massenpunkt im inneren Hohlraum unabhängig von seinei- Ent- 
fernung 2 vom Zentnim, und ebensogroß, als ob er sich im Zen- 
trum befände. In der Tat ist er dann von allen Massenelementen 
der Schicht gleichweit entfernt, und das Potential, die Summe der 
Eiiizelpotentiale, ergibt sich einfach durch Division der Gesamt^ 
masse dM aller Elemente durch die gemeinsame Entfernung q. 

Für die Anziehungskraft erhält man wieder nach (107): 

übereinstimmend mit (97b). 

§ 38. Berechnen wir nun auch das Potential einer homogenen 
Hohlkugel mit den Radien s}i und pa>(>i auf einen Massenpunkt m 
in der Entfernung r,, vom Zenti'um, Hier sind wieder, wie in % 33, 
drei Fälle zu unterscheiden. 

I.Fall. Der Punkt m liegt außerhalb der Hohlkugel. ?"o>p3. 

Dann wh-kt jede der konzentrischen unendlich dünnen Kugel- 
schichten ebenso, als ob ihre Masse im Zentrum vereinigt wäre. 
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Also wirkt üueh die ganze Masse der Holilkugcl ebenso, und das 

Potential wird: 

(115) ü, = ^^fmk-^'^'-^-^-^. 

2. l^all. Der Pnnkt m liegt irgendwo im inuereii Hohli'aiim. 

Dann ist das Potential unabhängig von ro, und ebenso groß, 
als ob m im Zentrum läge, nämlich nach (114), durch Integration 
über alle Kugelscbichten: 



U^^=^ijifmL i Q 



(116) U,^^2:^fmh{Q/~Q,^). 

■3, T'all. Der Punkt m liegt innerhalb der Massenschicht. 

Dann lege man din-ch den Punkt m die konzenti'ische Kugel- 
fläche mit dem Eadins r^ , welche die ganze Hohlki^^el in zwei 
Teile teilt, eine innere Hohlkugel mit den Eadien (>i und ro, und 
eine äußere Hohlkugel mit den Radien r^ und q^. Das Potential 
der inneren Hohlkugel ei-gibt sieh aus (115), das der äußeren aus 
(116), mit Berücksichtigung der bezüglichen Eadien; also das ge- 
suchte Potential, als Summe der beiden Teilpotentiale: 

(]|7) u, = -^fm7c{ZQ^^-^ — ro^]. 

Wenn der Äufpunkt m aus unendlicher Entfernung (ro^^-xj) 
kommend sich der Hohlkugel nähert und durch die Massenschicht 
hindurch in den inneren Hohlraum rückt, so gilt zunächst die 
Formel (115), dann die Formel (117), endlich die Formel (116). 
,Fur die Grenzfälle »"o = ?ä "ii"! '■o = ?i Hefern die sich ablii::.eii(:r.n 
Formeln jedesmal den nämlichen Wert von ü, nämlich für 5'o = Pi 
den Wert: 

(118) ü,= Üs=-^/-«*;t(p,^-^), 

und für )'o=^()i den Wert: 

t7-3= f/a = — 2jc/'mÄ((>a^- Pi^). 
Das Potential U ändert sieh also durchaus stetig mit der 
Lage des Aufpunktea m, auch wenn derselbe durch die Oberfläche 
der anziehenden Masse hindurchgeht, nnd es ist leicht einzusehen. 
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durch eine ähnliche Überlegiing wie in § 33, daß dieser Satz aueli 
für nichtkngelförmige und niehthomogene Massen gilt. 

Für eine Vollkugel vom Eadius .S ist 4)1 = 0, pa = Ä, und das 
(Ti-avitationspotential auf einen Punlctm in der Entfernung »■o<.ffi 
vom Mittelpunkt wird nach (117): 

ü^-~'^-^fm'ki:äB^ — r^^). (119) 

§ 3y. Gehen wir nun auf die physikalische Bedeutung des 
Potentials etwas näher- ein, wobei wir uns nicht auf die Gravita- 
tion beschi'änken, sondern, dem Ausdruck (108) entsprechend, ein 
beliebiges Anziehuflgsgesetz voraussetzen wollen. JedeinPunkta;,y,s 
des Eanmes, als Aufpunkt betrachtet, ist ein bratimmter Wert des 
Potentials U zugeordnet, und nach Gleichung (110) wirkt eine 
jede der drei Kraftkomponenten nach derjenigen Seite, nach wel- 
cher U abnimmt; denn wenn z, B. ü nach der Seite der positiven 
X zunimmt, so ist X negativ. Dabei ist die Kraftkomponente 
um so größer, je stärker U sich mit der betreffenden Koordi- 
nate äiidert, sie ist gleich dem „Potentialgefälle" in der betreffen- 
ilen Richtung. Man kann dies auch so ausdi'ücken, daß man sagt: 
die Anziehungskraft strebt danach, das Potential U zu ver- 
kleinern. 

Da jede Eichtung im Baume als Koordinatenachse gewählt 
werden kann, so gilt auch für jede beliebige Richtung x: 

Um dies auch auf mehr analytischem Wege zu zeigen, bilden 
wir den Dift'erenfialquotienten: 

dS~ hx dx'~^ bydx'~^ hedx- ■ i,i->iaj 

Hier sind die zweiten Faktoren der drei Produkte die cos der 
Winkel g', i, ^', welche die Eichtung x mit den Koordinaten- 
achsen bildet, wie man aus der Fig, 8 ersehen kann, wo PA^^dx', 
FB=^dx und der Winkel bei P=|' ist. ^, 

Also, mit Berücksichtigung von(llO): 

'l^.=- (Xcos g' -f Fcoa n' + Z cos C) , 
woraus sich nach (56) unmittelbar (120) ß 

ergibt. ''^- '■ 

Die angestellte Befrachtung zeigt zugleich ganz allgemein, 
daß die Difterentialquotienten irgendeiner skalaren i'nnktioa f von 

Flanell, Allgemdiie Mei^lianlk, a. Äiifl. i 
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X, y, z nach den verschiedeneii Richtungen des Eanmes stets die 
Komponenten eines Vektors TOrstellen, den man als den räum- 
lichen „Gradienten von t/'" bezeichnet: grad JJ. Wir liönnen mithin 
die Gleichungen (110) in der Velttorspraehe abgeliürzt schreiben: 

(121) g = _^gradC/. 

§40. Die beste Anschauung davon, wie die Anziehungslvraft 55 
nach Größe und Richtung von der Lage des Aufpunlites abhängt, 
gewährt die graphische Darstellung. Man denke sich in jedem 
Aufpunkt den dazugehörigen "Wert des Potentials V notiert, und 
fasse nun alle diejenigen Aufpunkte znsammen, welche einen be- 
stimmten Wert des Potenttals, etwa c, besitzen. Die Koordinaten 
dieser Punkte genügen dann der Gleichung: 

f/=c, 
d. h. die Punkte bilden eine Fläche, welche als „Fläche konstanten 
Potentials" oder als „Niveaufläche" bezeichnet wird. Jedem Wert 
der Konstanten c entspricht eine bestimmte Niveaufläche, und 
(Jurch Variieren von c zwischen — oq nnd + co erhält man alle 
möglichen Niveauflächen, weiche den ganzen unendlichen Raum 
erfüllen. Dabei kann eine Niveanfläche auch aus mehreren von- 
einander ganz getrennten Schalen bestehen; aber nie können sich 
zwei verschiedene Niveauflächeu schneiden. 

Wenn alle wirkenden Massen im Endlichen liegen, und das 
Potential einer Masse auf einen unendlich entfernten Aufpunkt 
gleich Null ist, wie bei der Gravitation, so 
ist für alle unendlich entfernten Aufpunkte 
f/=0, d. h. die unendlich ' entfernte Kngel- 
fläche ist eine Niveaufläche. Dann geht keine 
der übrigen Niveauflächen ins Unendliche, son- 
dern alle sind geschlossene Flächen (Fig. 9), 
deren Form natürlich von der Lage der -wir- 
kenden Massen abhängt. 
¥\%. 0. Aus dem Bilde der Niveauflächen gewinnt 

man nun unmittelbar eine anschauliche Vor- 
stellung von den charakteristischen Eigenschaften des Kraft- 
feldes, d. h. von der Größe und der Richtung der Kraft % in jedem 
beliebigen Aufpunkt. Nehmen wir nämlich den AufpunkfcP (Fig.9), 
durch den die Niveaufläche f =c gehen möge, und legen durch ihn 
die Tangentialebene zur Fläche, so ist, wenn dx eine in derTangen- 
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tialoljeiie gelegene unendlich kleine Verschiebung des Aitfpimktes 
befJ eiltet: 

und nach (120): X = (l, d. h. die Komponente der Kraft ^ in der 
Richtung irgendeiner Tangente der Niveaufläche ist gleich Null, 
oder die Kraft steht 8enkrecht,auf der Tangentialehene. Bezeichnet 
also n die Sormaie der Niveaufläche, gemessen in der Richtung 
von 5, so ist die Komponente von g i" der Richtung n zugleich 
die ganze resultierende Kraft: 

Die Größe F ist im allgemeinen an verschiedenen Pimkten 
der Niveaufläche verschieden groß. Auch hierfür liefert das Bild 
der Niveauilächen ein anschauliches Gesetz. Betrachten wir zwei 
dicht nebeneinander liegende Niveauflächen U=^e und U=c', wo- 
bei c ein wenig kleiner als c sein möge. Dann wirkt die Kraft % 
an allen Pnnkten F der Fläche c in der Richtimg von c zu c und 
die Größe der Kraft ist najih (122): 

wenn A^=än den räumlichen Abstand (positiv) der beiden Tlächen 
bedeutet; d. h. die Größe der Kraft ist umgekehrt proportional dem 
Abstand der beiden Flächen. Je enger die Flä.clien nebeneinander 
verlaufen, um so größer wird die Kraft. 

So treten die Niveauflächen in enge Analogie mit den auf 
meteorologischen Karten durch Kurven dargestellten Isothermen 
bzw. Isobaren, indem dort statt, des Potentials die Temperatur bzw. 
der Druck es ist, dessen negativer Gradient die Größe und Rich- 
tung des Wärmeleitnngsstromes bzw. der Druckkraft liefert. 

Die Kurven, welche das System der Niveauflächen c, e, c" ••■ 
senkrecht durchschneiden (in Fig. 9 punktiert gezeichnet), und zwar 
in der Richtung abnehmenden :Potentials, heißen die „Kraftlinien" 
des Feldes, da sie in jedem ihrer Punkte die Richtung der dort 
wirkenden Kraft angeben. So z. B. sind bei einer nach dem Gra- 
vitationsgesetz wirkenden homogenen Kugel die Niveauflächen die 
konzentrischen Kugelflächen, die Kraftlinien die von außen nach 
dem Mittelpunkt verlaufenden Geraden. Besitzt die Kugel innen 
einen konzentrisch kugelförmigen Hohlraum, so stellt dieser ganze 
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Raum eine einzige ausgeartete Niveanfläche vor, in welclier der 
Verlauf der Kraftlinien unbestimmt wird. 

Im allgemeinen sind die Gleicliiingen einer Kraftlinie nach 
(1.10): 
/.^J ^ ^ ^ bU bU iU 

(123) dx-.äy.äs^^-.j^-.j^. 

Eine Kraftlinie kann nieht in sich zurücklaufen, sondern muß 
entweder ins Unendliche gehen oder an einer singuläi-en Stelle 
endigen. Denn da sie stets in der Richtung abnehmenden Poten- 
tials verläuft, und da das Potential nach seiner Definition (108) in 
jedem Eaumpunkt einen einzigen bestimmten Wert besitzt, bis auf 
eine belanglose additive Konstante, so ist es ausgesclilossen, daß 
eine Kraftlinie zu ihrem Ausgangspunkt zurückkehrt. 

§ 41. Betrachten wir schließlich noch den speziellen Fall, 
daß der Äufpunkt P sich im Gleichgewicht befindet, z. E. in der 
Mitte zwischen zwei gleichen anziehenden Massenpunkten, dann 
ist nach (11-1)1: 

(124) »°_(,, i?-0, A^_0, 

d.h. die Richtung der durch P gehenden Kraftlinie ist unbestimmt. 
Ein solcher Gleicbgewiclitspunkt, den wir P^ nennen wollen, ist 
also in dem System der Niveauüäehen und Kraftlinien ein aingn- 
lärer Punkt, Dies ist nach (124) z.B. der Fall, wenn in Pq die 
Funktion U ein absolutes Maximum oder Minimum besitzt. Dann 
ist leicht zu sehen, daß in dem ersteren Fall das Gleichgewicht 
absolut labil, im zweiten Fali das Gleichgewicht absolut stabil 
ist. Denn verschiebt man den Aufpunkt P ein wenig aus seiner 
Gleichgewichtslage Pq, so gelten die Gleichungen (124) nicht mehr, 
und der Punkt wird durch die auf ihn wirkende Kraft in Bewegung 
gesetzt werden, und zwar in einer Richtung abnehmenden Potentials. 

Ist nun in Pq ^^.s Potential U ein Maximum, so kann dem- 
nach der bewegliche Punkt unmöglich in die Gleichgewichtslage 
zurückkehren, d. h. das Gleichgewicht ist labil. Umgekehrt ver- 
hält es sich, wenn in Po ^^s Potential U ein Minimum ist. 

Doch können die Gleichungen (124) auch gelten, ohne daß U 
ein Maximum oder ein Minimum ist; dann hängt die Antwort auf 
die Fxage, ob der aus der Gleichgewichtslage verschobene Paukt 
in dieselbe zurückkehrt, davon ab, in welcher Richtung die Ver- 
schiebung stattgefunden hat, und das Gleichgewicht wird als be- 
dingt stabil oder bedingt labil bezeichnet. 
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Ist endlich U innerlialb eines endlichen Eaumes konstant, wie 
in dem § 'm betrachteten inneren Eanm einer Holilkugel, so gelten 
die Gleichungen (124) in diesem ganzen Eaume. Dann wird das 
Gleichgewicht durch eine Verschiebung des Aufpanktes überhaupt 
nicht gestört und heißt daher indifferent. 

§43. Während die vorstehenden Sätze, von §39 an, fü: 
jedes beliebige Anziehungsgesetz gelten, ■wollen wir ans nun wiedei 
speziell mit dem Newtonsehen Gravitationsgesetz beschäftige) 
In dem Ausdi'uclc des Newtonschen Potentials XJ, welcher durch 
(111) oder durch (112) dargestellt wird, je nachdem es sich nm 
punktfßrmig oder um ränmlich angeordnete Massen handelt, ist 
der weseEÜiche, charakteristische Bestandteil die mit —fm multi- 
plizierte Funktion, welche daher oft auch als „Potentialf unklicn'' <p 
im Gegensatz zum" Potential XJ, bezeichnet wird- Ihr Ausdruck ist 
in den beiden angegebenen Fällen: 

luid: 

V-f^. (126) 

Der wichtigste Unterschied dieser beiden Ausdrücke der Po- 
teatialfiinktion ist der, daß, wenn der Aufpunkt x, y, s in eine der 
wirkenden Massen g, tj, £ hineinrüekt, der erste Ausdruck samt 
allen Differentialquotieaten unendlich groß wird, während der 
zweite Ausdruck, wie wir in. § 38 gesehen haben, im Innern der 
wirkenden Massen endlich ist uud auch beim Hineinrücken durch 
die Oberfläche stetig bleibt 

Fragen wir nun auch nach den Differentiahiuotienten der Po- 
tentiatfunktion ip in (126) nach x, y, z. Die ersten Differential- 
Quotienten geben die Komponenten der Anziehungskraft, sie sind 
also nach § 33 durchweg endlich und stetig. Ihre Werte ergeben 
sich aus (126) durch Differentiation, wenn man bedenkt, daß h nur 
von I, »;, f, nicht aber von x, y, z abhäng-t; 

^^ I '> - --3 usvr., (127; 

übereinstimmend mit (90). 

Daß die Größe ^^ auch für einen inneren Punkt endlieh ist, 
trotz des r* im Nenner, erkennt man auch direkt, wenn man dV 
durch Poiarkoordinaten ausdrückt, mit dem Aiifpunkt x, y, z als 
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Anfangspunkt. Denn dann geht in dem Ausdruck (93) von d V der 
Faktor ()^ in r^ über, und es tleibt in (127) neben lauter endlichen 
Größen der Faktor -- stehen, welcher kleiner als i ist. 

§ 43. Anders gestalten sich die VerJiältnisse, wenn wir zu 
den zweiten Differentialquotienten Ton g) nach x, y, z übergelien. 
Denn wenn wir (1'27) wiederum nach x differentieren : 

(128) f-? = - {{^-^^''--MhdX, 



i(- 



so hat dieser Ausdruck nur dann einen bestimmten Sinn, wenn r 
durchweg von Null verschieden ist, d. h. wenn der Aufpnnkf; außer- 
halb aller wirkenden Massen liegt. Fällt nämlich x, y, z mit einem 
der g, t), Z. zusammen, so wird r = 0', und die Einführung von Polar- 
koordinaten, wie am Schluß des vorigen Paragraphen, lehi-t, dalS 
jedes Glied der Differenz in (128) logarithmiseh unendlich wird, 
wodurch der Wert der Differenz die unbestimmte Form -y^ — oi. 
annimmt. 

Wir beschränken uns daher zunächst auf die Betraclitmig des 
Falles, daß der Aufpunkt x, y, z außerhalb liegt. Dann erhält 
man durch analoge Bildung von ^ und ^^ und Addition dieser 
drei Integrale, mit Eucksicht auf (85) die wichtige, für die New- 
tonsche Potentialfunktion charakteristische Beziehung; 

(IW g + g^ + ^-jH^z/^-O, 

welche die Laplacesche Gleichung genannt wird. 

I 44. Fragen wir nun nach dem Werte von J(p für einen 
Aufpunkt im Innern der wirkenden Massen. Für diesen Fall ist 
die Gleichung (128) unbrauchbar; gleichwohl besitzt ^-^ , ebenso 
wie 9> undT^, auch im Tunern der Massen einen bestimmten end- 
lichen Wert. 

Nehmen wir z. B. den einfachen Fall einer homogenen Kugel 
mit dem Kadius B, und dem Koordinaten anfangspunkt als Mittel- 
punkt, so ist für einen Punkt x, y, s im Innern derselben nacl] 
(119): 

(130) 9^ = ¥ '^(■'(-^^ - ^' - '/ - '■''' ' 
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wie sieh ans dem dortigen Ausdruck des Potentials (7 ergibt, wenn 

man den Faktor —fm fortläßt und bedenkt, daß r,, die Entfernung 

des Aufpnnktes vom Kugelmittelpunkt darstellt. Hieraus folgt: 

ii''tp ^^ i . ,'^^1' ^^'p 

und: 

Jy, = _4jri, (131) 

unabhängig vom Eadius der Kugel, welche Gleichung als die 
Poisaonsche bezeichnet wird. 

Wir können die Poissonsche Gleichung leicht auf den Fall 
einer beliebig geformten inhomogenen Masse verallgemeinern. Zu 
diesem Zweck denken wir uns um den im Innern der Masse be- 
findlicheu Aufpunkt eine sehr kleine Kugel gelegt, deren Masse 
wir mit 1 bezeichnen, im Gegensatz zu der übrigen Masse 2. 
Dann ist die Potentialfunktion q> der ganzen Masse gleich der 
Summe der von der Masse 1 imd der von der Masse 2 herrühren- 
den Potentialfinktionen : . 

^^ = 9'i + 9'a , und ebenso : Äip'=ä<Pi + Ap^. 

Nun ist aber nach (129) J 9)^ = ü , weil in bezug auf die Masse 2 
der Aufpunkt ein äußerer Punkt ist, aJso bleibt A^ = A(p.i. Da 
die Kugel sehr klein ist, kann man sie ohne merkliehen Fehler 
als homogen betrachten, und zwar von derjenigen Dichtigkeit, 
welche die wirkende Masse gerade an der Stelle" besitzt, wo sich 
der Auipunkt befindet Man erhält dieselbe, wenn mau in h_ ^,5 
für £, ■)), t, die Werte x, y, z einsetzt Daraus folgt also nach (131): 
Atf>^ — \x'k^,,j,-,. (132) 

Man kann die Poissonsche Gleichung insofern als eine Ver- 
allgemeinerung der Laplaeeschen Gleichung auffassen, als man 
sich die wirkenden Massen den ganzen unendlichen. Raum lücken- 
los ausfüllend denkt mit einer Dichtigkeit ^, die teils Null, teils 
von Null verschieden ist Dann ist der Anfpunkt stets innerhalb 
fler Massen gelegen, und es gilt immer die Gleichung (132). Wo 
.keine reale Masse sieh befindet, ist A = 0, und es tritt an die Stelle 
der Poissonschen die Laplacesehe Gleichung. Zugleich erkennt 
man an der Hand dieser Auffassung, daß der Sprung, den die 
zweiten Differentialquotienten von (p beim Durchgang des Auf- 
intnktes durch die Oberfläche der Massen erleiden, bedingt ist 
dui-ch den Sprung, welchen die Dichtigkeit h bei diesem Durch- 
gang erleidet. 
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§ 45. Vom matlieinatisclien Standpunkt aus sollen wii-, dalJ, 
wenn die Potentialfuiiktion ^ vou irgendwelchen räumlicli ver- 
teilten Massen in allen Punkten x, y, z des Raumes gegeben ist, 
die Dichtigkeit Tt dieser Massen durch eine einfache eindeut^e 
Differentialoperation daraus berechnet wei'den kam, -während die 
umgekehrte Aufgabe, aus der Dichtigkeit h die Potentialfunktion tp 
zu finden, eine solche der Integi-aU-echnung ist. Oder mit anderen 
Worten, der Ausdruck (126): 



-/" 



in welchem wir k füi- unendlich ferne Punkte g, »/, S als ver- 
schwindend annelimen, ist ein Integral der Differentialgleichung (132), 
aber nicht das allgemeine Integi-al, sondern dasjenige partikuläre 
Integral, welches durch die Bedingung beschränkt ist, daß <p ver- 
schwindet, wenn der Aufpunkt ins Unendliche rückt 

Der allgemeine Ausdruck einer eindeutigen und mit den ersten 
Differentialquotienten stetigen Funktion (p, welche der Differential- 
gleichung (132) genügt, ist: 

(133) 9~J"- + 9., 

wobei (Po der G-Ieichung J<po = ü im ganzen uiieitdliclieii Ilaume 
genügt. ¥-0 läßt sich immer auffassen als die Potentialfunktion 
von Massen, die ganz im Unendlichen liegen. So z. B. ist der 
spezielle Wert: 

ffia ^= const. , 
welcher offenbai' ebenfalls die Gleichung Jgio'^'^ befriedigt, gleich 
der Potentialfunktion einer homogenen Kugelschicht von unendlich 
großem Radius. Vgl. § 37. 

§ 46. Wir wollen noch die Potentialfunktion 91 bereclinen 
für den speziellen Fall, daß die Dichtigkeit der wirkenden Massen 
von einer der drei Koordinaten, etwa von C, unabhängig ist. Dieser 
Fall wird verwirklicht, wenn die Massen zylindrisch parallel der 
5-Achse angeordnet sind, in der Weise, daß in jedem unendlich 
dünnen Zylinder die Dichtigkeit konstant ist. 

Dann wird die Potentialfunktion p nur von x und y, nicht 
aber von z abhängen, und wir können daher unbeschadet der All- 
gemeinheit den Aufpunkt in der a;y-Ebene befindlich annehmen: 
2=^0, wodurch r^ übergeht in: 
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wenn zur Abkürzung- gesetzt wird: 

(>3 = (ai-g)3 + (y-^)a. (134) 

(> ist die Entfernung des Aufpunktes von derjenigen zur z- 

Achse Parallelen, welclie durch den Punkt g, v] hindurchgeht. 

äetzen wir noch füi- d,Y seinen Wert (88), und zur Abkürzung den 

Querschnitt eines der unendlich dünnen Zylinder: 

ä%dri = ä(i, (135) 

sn ergibt sich für die gesuchte Potentialfnnktion nach (J.26): 

w^fC^^^"-^ (136) 

Wir führen zuerst die Integration über g aus. Dann folgt: 



rp^jhdo- [log (? + y"£ä+ pä) j . 



Hier hedeutet l die halbe Länge eines der unendlich dünnen 
Zylinder, welche so groß anzunehmen ist, daß eine weitere Ver- 
größerung keine physikalische Bedeutung mehr besitzt. Bedenkt 
man nun, daß für ein hinreichend großes h 

log — ■ ^ ■■ i- _.T ' ^ ^ log — = ^ log - . 
WO kommt: 

<p= /^dö-21og — = const — 2 jhlQg(i-do. 

"Der Zahlenwei-t der const. hat, obwohl unendlich groß, keiner- 
lei physikalische Bedeutung (§ 36). Wir schreiben daher die Po- 
tentialfunlction: 

<f^ — 2h^,n\o§Q-da; (137) 

und bemerken, daß in diesem Ausdruck alles iiuf die «-Richtung 
BezügKche verschwunden ist, daß sich also seine Bedeutung aus- 
schließlieh auf die Ebene erstreckt. Mau kann daher <p auch 
deuten als die Potentialfunktion von gewissen fingierten Massen, 
welche auf der xy-Ebene ausgebreitet sind mit einei- Flächen- 
Dichtigkeit 11c = x im Flächenelement äa, auf einen in derselhen 
Ebene befindlichen Aufpunkt, dessen Entfernung von dö durch q 
gegeben wird. Nur ist das Kraftgesetz nicht mehr das New- 
ton sehe. 



H..te.by Google 



I. Teil. i. Kapitel. 

Denn für die Kraftkomponeiiteu hat man, abgeselien von einem 
Faktor: 



(138) 



l-I" 



0, J-, <" 



woraus hervorgeht [vgl (9U)], daß die Aiiziehuügski'aft unig'ekehrt 
proportional dei- Entfernung q ist. 

Was das Newtonsche Potential fttr den Raum, ctas ist das 
logarithmische Potential: 

(139) 9 = -j='-i,'Aogi'-äo, 

für die Ebene, iusbesondere gilt dafür die Poissonsche Glei- 
chung (VM): 

(140) ff ^_^^_* ._2^^,,, 

«■elcho fiif einen Punkt außerhalb der Massen üliergeht in: 

wie man sicli aiicli direkt durch Differentiation von (138) nacli 
X und y überzeugen kann. 

Füi' das logarithmische Potential gelteu auch noch folgende 
Sätze, die sich ans den Gleichungen (138) ebenso ahleiten lassen 
wie die fuj- die Anziehung einer homogenen Kugelschicht nacli 
dem Newtonschen Kraftgesetz aus den Gleichungen (90). 

Die Anziehung einer gleichfüi-mig mit Masse belegten ring- 
förmigen, von zwei konzentiischen Kreisen taegTenzten Fläche auf 
einen Punkt im Äußern ist ebenso groß, als ob die ganze Masse im 
Mittelpunkt dei- Kreise vereinigt wäre; die auf einen Punkt im Innern 
des kleineren Kreises df^-egen ist gleich Null. Daraus ergibt sich 
dann auch auf demselben Wege wie § 3S der Ausdruck für die 
Potentialfunktion dieses homogenen Kreisriuges, wenn B^ und £^ 
die Radien der inneren und äußeren Begrenzaug, Co die Entfernung 
des Aufpunktes vom Mittelpunkt bedeutet: 

Für (»o>J?a: 

(142) ?. = — .T^(i^/ — Äiä)log(),. 
Eür B^>i-B>Ei: 

(143) ^ = ^(i^gii— (,„a) — jtxit/ log Äg + jcxMjHog ^^ . 
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Für Qo<^i- 

tp = %^- (^gä _ _K^2) _ jr jf Ägä log Es + Jt xS^^ log i?i . (144) 

Man überzeugt sieh leicht, daß <p mitsamt dem ersten Diöe- 
reiitialquotienten nach q,, überall stetig ist, ■während für zltp die ' 
Grleichnngen (140) und (141) gelten. 

Für einen Vollkreis mit dem Eadius Ä wird Äi = 0, B^ = B 
nnd die Potentialfnnktion auf einen Punkt in der Entfernung j?(, < 2( 
vom Mittelijunkt wird nach (143): 

q)-_^^{B^ — (^)^^)-^jtxJin(}gJi, (145) 

während füi- einen äußeren Punkt (()(,>• i^) die Potentialfnnktion 
nach (142) den Wert besitzt: 

^ = — ^ log (>o , 46) 

wenn //^ji:;zi?ä die gesamte anziehende Masse be^^eichnet. 

Viertes Kapitel. lutcgratiaii der Bewegnugsgleicliungen. 

§ 47. Die Aufgabe, die Bewegujig eines, gegebenen Kräften 
unterworfenen, materiellen Punktes zu bestimmen, erfordert die 
Integration der Bewegungsgleichungen (55), und diese läßt sich 
nur dann direkt ausführen, wenn die Kräftekomponenten entweder 
konstant oder als Funktionen der Zeit t gegeben sind. Meistens 
werden die Kräftekomponenten aber von der Lage des Punktes 
oder von seiner G-esehwindigkeit abhängen, und dann erfordert die 
Durchfahrung der Integration eine besondere Behandlung der Be- 
wegungsgleichungen. Derartige Behandlungsmethoden, die in man- 
chen Fällen eine Integration gestatten, soUen im folgenden dar- 
gelegt werden. 

Multipliziert man die Gleichungen (55) nacheinander mitu,v,iv, 
und addiert, so erhält man: 

oder, mit dt multipliziert, nach (41):, 

d [\mq^^) = Xdx + Ydy -f Zdz . ^.147) 

Die Größe Ymg^wird nachLeibniz, obwohl etwas unzweck- 
mäßig, die „lebendig^e Kraft" des Aufpunktes genannt, während 
der Differeßtiatausdruck auf der rechten Seite als die „Arbeit" A 
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bezeichaet wird, welclie die Kraft ^ an dem Aufpunkt leistet, 
■wenn er ans der Lage x, y, z in die Lage x + äx, y + dy, s + dz 
übergeht. Mit Benutzung der Bezielinngen (60) und (45) läßt sicli 
die Arbeit auch schreiben: 

A^F-ds-{iiosaco&Z + cosßc(i3[i + cosy coäi') 

(148) =F-ds-cosiF,ds), 

d. h. die Arbeit ist gleich dem Produkt der Größe der Kraft, der 
Größe der Verschiebung und des cos des Winkels dieser beiden. 
Ist der Winkel stumpf, so ist die Arbeit negativ, ist der Winkel 
ein rechter, so ist die Arbeit KuU. 

In der Vektorrechnung heißt die Größe (148) das Produkt der 
beiden Vektoren g i^nd dx: 

(149) A=^iy-dx, 

und zwar das „skalare Produkt", weil die Arbeit zu den skalaren 
Größen gehört (§ 36). Die Einheit der Arbeit im absoluten g. c. s.- 
System, d. h. die Arbeit einer Kraft von ]. Dyn bei der Verschie- 
bung des Aufpunktes um 1cm in der Richtung der Kraft, heißt 
ein Erg. 

Wirken mehrere Kräfte auf den Aufpunkt, so ist bei einer 
unendlich kleinen Verschiebuag des letzteren die Arbeit der resul- 
tierenden Kraft, wie leicht aus (66) und (147) zu ersehen, gleich 
der Summe der Arbeiten der Einzelkräfte. 

§48. Die Bedeutung der Gleichung (147), welche allgemein 
besagt, daß die Änderung der lebendigen Kraft des Auf- 
punktes gleich ist der von der wirkenden Kraft geleiste- 
ten Arbeit, beruht darauf, daß sie in zahlreichen ■wichtigen Fällen 
eine unmittelbare Integration gestattet. Im allgemeinen ist zwar 
eine Integration nicht möglich; denn auch wenn die Kräftekompo- 
nenten X, Y, Z als Funktionen von x, y, s bekannt sind, läßt sich 
nicht immer eine Funktion von a;, y, z angeben, deren Differential 
gleich A ist; so z. B., wenn: 

also A ="y^ Ax -^x^äy . 

Dann heißt A ein „unvollständiges Differential". In einem 
solchen Falle muß die Integration der Bewegungsgleichungen auf 
anderem Wege erfolgen als durch Bildung von A, 

Wenn aber speziell die wiricende Kraft eine Zentralkraft ist. 
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die von ruhenden Massenpunkten herrührt, so existiert nach (110) 
ein Potential ü, iind die Arbeit wird: 

A^ — dU, (150) 

d. h. die Arbeit der Kraft ist gleich der Abnahme von U. Durch 
Substitution in (147) und Integration erhält man dann: 

^ijiq'i-^^mqa^^Ua—V, (151) 

wo So und (7o die Werte von q und ü zar Zeit ^^0 bedeuten. 
Hiernach hängt die Geschwindigkeit ([ nur von dem Potential ü 
ab. Wenn also der Punkt im Laufe seiner Bewegung eine be- 
stimmte Niveaufiäche ü= const. passiert, sei es an welcher Steile, 
nach welcher ßichtung, zu welcher Zeit immer, so besitzt er dabei 
eine bestimmte Geschwindigkeit Aus (150) ergibt sich auch die 
physikalische Bedeutung des Potentials U. Es ist die Arbeit, welche 
die Zentralkraft im ganzen leistet, wenn der Aufpunkt von einer 
Stelle, wo das Potential (7 besteht, in irgendeiner Weise an eine 
Stelle rückt, wo das Potential Null ist. Die Gleichung (151) wird 
das „Prinzip der lebendigen Kraft" genannt. 

Wir haben das Prinzip der lebendigen Kraft tatsäclilich schon 
öfters angewendet, ohne es als solches zu kennzeichnen. 

So ist fü,r einen schweren Punkt von der Masse m: 

Daraus nach (110): 

(7= + mgs -\- const. , (153) 

und, wenn für i=0 ä = ist, nach {151): 

^mq^~-^mq^^^^ — mgz, (152a) 

genau übereinstimmend mit (80). 

Ferner ist für das im § 12 behandelte Beispiel: 



(J53) 



daraus nach (Hü): 






U=^cx^-\-m\\?,i. 


und, da für t^O x = 


= 0, nach (151): 



genau übereinstimmend mit (17). 
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Wenn die lieibimg mit ins Spiel kommt, wie in dem § l.i be- 
handelten Fall, so ist das Prinzip der lebendigen Kraft nicht an- 
weudbar, weil die Reibung keine Zentralkraft ist, und die Arbeit 
der Reibung daher kein vollständiges Differential darstellt. 

§ 49. Das mechanische Prinzip der lebendigen Kraft besitzt 
nach dem, was wir gesehen haben, nur einen beschränkten An- 
wendungsbereich. Aber es läßt, sobald man über das Gebiet der 
Mechanik hinausgeht, eine allgemeinere Fassung zu, welche ein 
universelles, im ganzen Bereich der physikalischen und chemischen 
Vorgänge ausnahmslos gültiges Gesetz ausspricht; Das Prinzip 
der Erhaltung der Energie, Die Grundlage dieses Prinzips 
bildet die aus jahrhundertlangen Erfahrungen abgeleitete Erkennt- 
nis, daß es auf keinerlei Weise möglich ist, ein perpetuuia mobile 
zu bauen, d. b, eine Vorrichtung zu konstruieren, durch welche 
fortwährend Wirkungen irgendwelcher Art erzeugt werden, ohne 
einen entsprechenden Aufwand von gewissen anderweitigen Wir- 
kungen, odei'-mit andern Worten, daß es in der Natur eine ge- 
wisse Größe E gibt, die man als einen „Vorrat" von Wirkungs- 
fähigkeit auffassen kann, und welche die Eigentümlichkeit besitzt, 
daß sie, ebenso wie der in der Natur vorhandene Vorrat von Materie, 
wohl in den verschiedensten Formen auftreten und verschiedene 
Umwandlungen erleiden, aber niemals in ihrem Gesamtbeti-age 
verändert werden kann, sondern vielmehr ei-halten, üonseiTiert 
wird: ^^conat. 

Das Entscheidende bei der Formulierung des Energieprinzips 
ist die sachgemäße Definition von E, und um diesen Punkt, nicht 
um die Gültigkeit des Prinzips an sich, haben viele Meinungs- 
verschiedenheiten und Kämpfe sieh abgespielt. 

Der einzige Weg zui* richtigen Lösung der Frage ist der, daß 
man zunächst von speziellen Tatsachen ausgeht, und unter 3en 
Beziehungen, welche den Ausdruck der Tatsachen bilden, diejenige 
aussucht, welche sieh als ,E=const. deuten läßt ■ Wenn wir also, 
im Bereich der hier betrachteten Mechanik . eines materiellen 
Punktes nach einer derartigen Beziehung suchen, so ist vor allem 
zu bedenken, daß E außer den Koordinaten und den Geschwin- 
digkeitskomponenten die Zeit t nicht explizite enthalten darf, weil 
E als Wirkungsvorrat nur von dem augenblicklichen physika- 
lischen Zustand des Punktes, d. h. von seiner Lage und von seiner 
Geschwindigkeit, abhiingen kann. Dann bleibt aber kein Zweifel 
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inelir übrig. Demi die einzige unter den TOn uns aufgefundenen 
Beziehungen, welche die Zeit t uiclit enthält, ist die durch die 
lileiclumgen (17), (80) nnd allgemeiner durch (151) ausgedrückte. 
Daraus folgt, daß die G-leichung (151) oder das Prinzip der leben- 
digen Kraft: 

lmq^+ü^^mqa^+ t'o=conMt. (154) 

aufzufassen ist als die Anwendung des Prinzips der Erhaltung 
der Energie auf rein mechanische Vorgänge, und daß dabei die 
mechanische Energie zu setzen ist: 

E^^mq^+U.^-L+a. (155) 

Die mechanische Energie . besteht also aus zwei Teilen: der 
lebendigen Kraft L, oder der „kinetischen" Energie (Energie da- 
Bewegung), und dem Potential U, oder der „potentiellen" Ejiergie 
■'Energie der Lage). Ihre Summe bleibt bei allen rein mechani- 
schen Vorgängen konstant. 

Da nach § 48 das Prinzip der lebendigen Kraft nur für solche 
Kräfte gilt, die ein Potential besitzen, so bleibt auch nur für diese 
Art von Kräften die mechanische Energie erhalten; daher werden 
solehe Kräfte auch „konservative Kräfte" genannt. Für nicht- 
konseiTative Kräfte, wie z. B. Reibung, ändert sich die mecha- 
nische Energie, und die üniveraalität des Energiepriuzips verlangt, 
daß in diesem Falle der Vorgang kein rein mechanischer ist, son- 
dern die Erzeugung einer fremden Art von Energie in äquivalenter 
Menge mit sich bringt, z. B. Wärme. Dann verallgemeinert sich 
die Gleichung (154) etwa in folgender Weise: 

(L — Xo) + {ü— Uo) + 1F= , (156) 

wobei W die in dem Zeitraum von bis t erzeugte "Wärme be- 
deutet, in mechanischem Maße gemessen, So z, K liefert die Glei- 
chung (19 a), mit ^ multipliziert und nach t von bis t integriert, 
die Beziehung; 

{L-X,) + {U-U,) + QJ{^fdt^O. (157) 

Das letzte IntegTal ist die erzeugte Wärme W. 
Ein anderes Beispiel einer nichtkonservativen Kraft bietet der 
Fall, daß die Kraft irgendeine Funktion der Zeit t ist, wie z. B. wenn 
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wir den materiellen Punltt clureh unsere Maskelii uaeli einem ba- 
iiebigen rhythmisclieii Gesetz antreiben. Dann iiönaen wir natür- 
lich die mechanische Energie des Punktes ganz nach WiUIiili' ver- 
ändern, aber das Energieprinzip verlaugt, daß die Änderung der 
mechanischen Energie gerade kompensiert wii'd dareh einen äqui- 
valenten Betrag von Muskelenergie. 

§ 50. Eine weitere Int«grationainethode der Eewegningsglei- 
chungen (55) läßt sich immer dann zur Anwendung bringen, wenn 
die Richtung der Kraft g, bei beliebiger G-röße, stets durch ein 
festes Zentrum hindurchgeht, Dann liegt die Bahn des Äufpunktes 
in einer Ebena, die bestimint ist durch das Zontrum und die An- 
fangslage und Anfangsgeschwindigkeit des Äufpunktes. "Wählen 
wir diese Ebene zur a^y-Ebene und. das Zentrum zum Koordinaten- 
anfaagspunkt, so ist s = 0, .^=0 und 
X:Y = X:y. 

Dies in (55) substituiert, ergibt: 

und daraus durch Integration: 

(158) 






Diese Gleichung gewinnt eine anschauliche Bedeutung durch 
die Einführung ebener Polarkoordinaten r und (p mittelst der Be- 
ziehungen : 
(159) x = rcoaq>, y = r sin (p . 

Dann ist nämlich; 



(160) \ 



dx ^= ii7- CO» g> ~r sinipdcp 



dy --= dr sin q> + r eos fp 
und die Gleiciung (158) geht über in: 
(161! ,-g^c^ 

Integriert; 

(162) jr^dtp^c't. 

Nun ist r^d<f> bis auf unendlich kleine Größen zweiter Ord- 
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nung die doppelte Fläche des, unendlicli schmalen Dreiecks AOB 
(Flg. 10), welches gebildet wird von den Kadiivektoren OÄ und OB 
7.a den Zeiten t luid t + dt, und dein Bahii- 
element AS. Also ist nach Gleichung (162) 
die Fläche, welche eingeschloaaen wird von 
den ßadilvektoren zu den Zeiten und t 
und der Bahn des Äafpunktes, proportional 
der Zeit t, oder mit andern Worten: der 
Radiusvektor beschreibt in gleichen Zeiten Fig. jo. 

gleiche Flächen. Daher wird die Glei- 
chung (161) oder (158) auch als das Prinzip der Flächen be- 
zeichnet. 

§ 51. Eine erweiterte Anwendung findet das Prinzip der 
^'lachen in dem Falle, daß die Richtung der Kraft g zwar nicht 
durch ein festes Zentrum, wohl aber durch eine im Räume feste. 
Gerade hindurchgeht. Nimmt man nämlich diese Gerade zuj- 
Ä-Achse, so ist zwar nicht s = und .2'=0, wohl aber: X:T==x:y, 
und es folgen daraus, ebenso y/m im §50, die Gleiehwigen (161) 
und (162). Daher gilt in diesem Falle das Prinzip der Flächen 
zwai- nicht für die Bewegnng des Aufpunktea selber, ■wohl aber 
für die Bewegnng seiner Projektion auf die a^j/-Ebene, d. h, für 
die Bewegung des Punktes, dessen Koordinaten x, y und sind, 

§ 52. "Wir wollen nun die abgeleiteten Sätze auf einen spe- 
ziellen, in der Natur besondei-s wichtigen Fall anwenden, und 
wählen dazu die Bewegung eines materiellen Punktes m, der von 
einem festen Zentrum n mit der Newtonschen Gravitationskraft 
angezogen wird, wie ein Planet von der Sonne. 

Dann ist die Bewegnng, wie man ohne weiteres sieht, eine 
ebene, und erfordert daher zu ihrer Bestimmung nur 2 Gleichungen, 
als welche wir das Prinzip der lebendigen Kraft und das Prinzip 
der Flächen benutzen wollen, indem wir die Ebene der Bewegung 
zur a:y-Ebene machen. 

Das Prinzip der lebendigen Kraft lautet nach (154), wenn wir 
den Wei-t des Gravitationspotentials für ein einziges Zentrum aus 
(111) einsetzen und noch durch -^ dividieren: 

^a_2/-,._^ (163) 

Das Prinzip der Flächen ist durch (161) gegeben. Die Werte 
der Konstanten c und c sind durch den Anfangszustand 1 

Planuk, Allgemeina Mä(!baii.lH. 2. Anü. 
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und zwar ist, wenn wir die Werte fm- ^ = durch den angehängten 
index 1) kennzeichnen: 

(164) c = g„^-^'^-. 

Die Konstante c hängt auch aoch von der ßiehtung der An- 
fangsgeschwindigkeit ah. Wir bezeichnen dieselbe zweckmäßiger- 
weise nicht durch den Winkel mit der a;-ÄehS6, weil derselbe gai' 
keine physikalische Bedeutung hat, sondern durch den Winkel mit 
dem Kadiusvektor: a^, und erzielen dabei zugleich den Vorteil, daß 
die Wahl der ic-Achse noch ToKständig offen hleibt. Nnn ist in 
dem rechtwinkligen Dreieck ABC (Fig. 10): 

AB^ds, AC = rd<p, ^B==a. 
Folglich: 

rdip^^ds-äina, 
and, durch dt dividiert: 

rg = ^sin«. 
Also für den Anfangszustand, nach (161): 

(165) c'=ro9o8in a^. 

§ 53. Die Bewegungsgleichungen (161) und (163) Uefern.dureli 
Elimination der Zeit t die Bahn des Planeten. Natürlich empfiehlt 
es sich im vorliegenden Falle, Polarkooi-dinaten zu benatzen. 

Dann ist nach (160): 

(«s) »'=©"+ S) -(£)+'■(&'. 

und, nach (16^-!): 

und die Elimination von dt aus (161) und (167) liefert als Difie- 
rentialgleichung der Bahnkurve: 

(168) 



ry^s + a/fir — c'» 
Integriert: 

(168a) fp = arccos -- v-~ '"^ + g"- 

Die Integrationskonstante c" ist bestimmt durch den Wert 5P01 
wQlehen <p für r = ro annimmt. Da wir nun die Eichtung der 
X-Achse noch nicht festgelegt haben, so können wir unbeschadet 
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der Allgemeiülieit d'^a setzen, indem wir damit nur über die 
Riclitimg der a:-Aclise Yerfügen. 
Dann erliaiten wir; 



cos 9^ = 






(169) 



Löst man diese Gleieliung nacli r auf, und setzt zugieicli zur 
Al)liiirziing: 

(170) 
(171) 



fl"' 



lli 



Dies ist die G-leicliung eines Kegelschnittes (Fig. ll) mit einem 
Brennpunkt als Koordinatenanfangspankt, der großen Achse als 




a:-Ächse, dem Parameter p (Ordinate im Brennpunkt), und der 
numerischen Exzentrizität: 



(t7;i) 



Die Urößen der Halbachsen sind: 

« = .-3—2 und d^^pa. 



(174) 

Alle diese Konstanten ergeben sieh aus den Bedingungen des 
Anfangszuataiides ^o, go"and «o nach (170) und (171) mit Berücksich- 
tigung der Werte von c und <f m (164) and (165) f olgendei-maßen : 
^._ _.— _. 



-11 sin^ Wo + cos^ K( 



ff' 



äfa 



(ire) 

(176) 



H,„i.cb, Google 



68 I. Teil. 4. Kapitel. 

Der KegeiKchiiitt ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
nachdem die Exzentrizität s kleiner, gleich oder größer als 1 ist, 
oder, nach (170), je nachdem c negativ, Null oder positir ist. In 
der Tat bedeutet ja y~e nach (163) die Geschwindigkeit in unend- 
licher Entfernung, welche für eine elliptische Bahn imaginär wird. 
Für den Anfangszustand folgt daraus nach (164) als Bedingung 
der speziellen G-attnng des Kegelschnittes: 

Es ist bemerkenswert, daß die Gattung des Kegelschnittes 
ebenso wie die Länge der großen Halbachse a, gar nicht von dei- 
Richtung der Anfangsgeschwindigkeit abhängt, sondern nur tob 
dem Vorzeichen der Energiekonstanten c. 

Die elliptische Form der Planetenbahnen mit der Sonne als 
Brejihpankt bildet den Inhalt des ersten der drei empiiisch ge- 
fundenen Gesetze tob Kepler, das zweite Gesetz spricht das 
Prinzip der Flächen aus, das dritte folgt im nächsten Paragraphen. 

Für die Erdbahn ist die Exzentrizität e ungefähr gleich 
g^, der Parameter p ungefähr gleich 148 -10^ km, die Geschwin- 
digkeit q im Mittel etwa 30 —7 , die Winkelgeschwindigkeit also 
etwa: 
(178) -i- = 2-10-'. 

Die Bedingung, daß die Bahn eine kreisförmige ist, lautet: 
e = 0, also für den Anfangszustand nach (175), da t^ die Summe 
zweier Quadrate ist: 

cos «0 ^= und $0^ = -"- , 

Ö. h. die Geschwindigkeit muß erstens senkrecht stehen auf dem 
ßadiasvektor und zweitens gerade diejenige Größe besitzen, welche 
zu der für die gleichförmige Kreisbewegung gültigen Beziehung (62) 
führt Letzteres erhellt sogleich, wenn man bedenkt, daß hier die 
Kraft F=f^ ist. 

§ 54. Für die Abhängigkeit der Koordinaten r und gi von 
der Zeit t gelten vei'wickeltere Beziehungen, deren Verwertung 
für die Aufgaben der Astronomie nur mittelst Reihenentwicklungen 
möglich ist. Wir wollen hier nur noch, unter der Voraussetzung 
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einer elliptisclieii Bahn, die Zeit eines Umlaufa, die sogenannte 
Revolutionszeit T, feereclinen. Dies gescTiieM am einfachsten durch 
Benutznng der Gleichung (162) dea Prinzips der Flächen und Aus- 
führung der Integration von i=0 bis i = r, also von 9; = (Po bis 
(p^(f)^-\-2x. Dann ergibt sich auf der linken Seite die doppelte 
Fläche der Ellipse, also: 

Eliminiert man hier c mittelst (171) und h mittelst (174), so 
folgt: 

P-lf- , (179) 

d. ii. bei bestimmtem /i (Sonne) ist das Quadrat der Eevolutions- 
/eit proportional dem Kubas der großen Ächsa (Drittes Gesetz 
YOn Kepler.) 

So stellen sich die drei, ihrer ursprünglichen Form nach in 
keinem inneren Zusammenhang erscheinenden Keplerschen Ge- 
setze als gemeinsame Folgerungen des eineii Newtonschen Gra- 
vitationsgesetzes dar. Aber die Bedeutung des letzteren Gesetzes 
besteht nicht allein darin, daß es die Keplerschen Gesetze abzu- 
leiten gestattet. Es umfaßt vor allem auch die Gesetze der irdischen 
Schwere. Denn wir können die Gleichung (179) auch auf die Erde 
als Anziehungszentrura mit der Masse ft anwenden, indem wir für 
T die Umlaufszeit des Mondes und für a den Eadius der Mond- 
bahn einsetzen. Der- daraus folgende Wert von f/i ist aber nach 
(103) gleich E^g, wenn B den Kadius der Erde, g die Beschleuni- 
gung der Schwere an der Erdobei-fiäche bedeutet; also ist: 

ff = wS- (ISO) 

Setzt man hierin die Werte: 
ffl = 60,l-Ä, 
ß = 637-106cm, 
T== 1 Monat = 236 ■ 10* sec, 
so ergibt sich 3 = 981, in genügender Übereinstimmung mit den 
irdischen Messungen (§ 10). Diese Berechnung gab Newton die 
feste Grundlage für seine Theorie der allgemeinen Gravitation. 

Doch das Newtonsche Gravitationsgesetz leistet noch viel 
jÄbr, als daß es die irdische Schwere und die Keplerschen Ge- 
sitze in einen einzigen Ausdruck zusammenfaßt. Denn wie sich 
nachträglich herausgestellt hat, ergibt es auch die durch die gegen- 
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aeitige Gravitation der Planeten bedingten Störungen (Perturba- 
tionen), sowie eine Anzahl anderer Himmelsersclieinungen in yoller 
Übereinstimmung mit den Beobachtungen (Bewegungen der Ko- 
meten, Doppelsterne usw.); es Ist also nicht nur einfacher, sondern 
auch genauer als die Keplerseheu Gesetze..' Da nun die Möglich- 
keit einer derartig leistungsfähigen Hypothese gewiß nicht dem 
reinen Zufall zugeschi-ieben werden wird, so erscheint die Schluß- 
folgerang berechtigt, daß die Aufstellung des Newtonschen Gra- 
vitationsgesetzes im Grunde nicht als eine zweckmäßige Erfindung, 
wie einige Naturphilosophen wollen, sondern als eine erkenntnia- 
mäßig'e Entdeckung: zu bewerten ist. 

Fünftes Kapitel. Relative Bewegung. 

§ 55. Wir Itabea bei der Ableitung der Planetenbewegung 
im vorigen Kapitel das anziehende 2entntm, die Sonne, als ruhend 
angenommen. Das ist jedoch sicherlich schon deshalb unzutreffend, 
weil die Sonne frei beweglich ist und von jedem Planeten nacli 
dem Gravitationsgesetz angezogen wird. Genau genommen muß 
also auch dieser Bewegung der Sonne Beclinung getragen werden. 

Außerdem ist aber noch eia anderer Umstand zu bedenken. 
Was wii' beobachten und messen, und was wir dahei" allein einer 
jeden Prüfung der Ttieorie zugrunde legen können, ist gar nicht die 
absolute Bewegung der Sonne und der Planeten, sondern diejenige 
Bewegung, wie sie uns Bewohnern der Erde' erschaut. Denn wir 
verfüge« nicht über ein ruhendfes Koordinatensystem, sondern das 
Koordinatensystem, auf das wir die Bewegungen aller Körper, 
auch der Himmelskörper, beziehen, bewegt sich mit der Erde um 
die Sonne und dreht sich sogar im Laufe dea Tages nach ver- 
schiedenen Richtungen, 

Wir wollen daher jetzt die Aufgabe gleich von der allg'e- 
meinsten Seite angreifen und wollen fragen nach den Gesetzen der 
Bewegung eines materiellen Punktes, wie sie einem in bestimmter 
Weise bewegten Beobachter erscheinen. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns außer dem bisher benutzten 
ruhenden Koordinatensystem x, y, z {die Frage nach einer Eeali- 
sierung desselben können wir ganz außer Betracht lassen) ein an- 
deres rechtwinkliges und rechtshändiges Koordinatensystem a!,y'^ 
welches sich in bestimmter gegebener Weise bewegt, und in dÄ 
Anfangspunkt 0' dieses Koordinatensystems, mit demselben fest vei'- 
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blinden, denken wir nns einen Beobachter B' aufgestellt, etwa so, 
daß ilim die /-Achse nach oben, die ai'-Ächse nach reeMs, und 
Infolgedessen die y'-Achae nach vorn geht. 

Es handelt sich nun um die frage: Welche Gleichungen der 
Mechanili gelten für den Beobachter B' anstatt dei- Gleichungen 
(55) bzw. (57)? 

Die Antwort auf diese Frage gewinnen wir dadurch, daß wir 
einerseits die Komponenten der Beschleunigung V, andererseits die 
Komponenten der Kraft % durch die Kompouenten der entsprechen- 
den auf den bewegten Beobachter B' bezi^lichen G-rößen t' und %' 
ausdrücken und diese "Werte in (55) eiusetzen. 

§ 56. Die Aufgabe, V durch V aH8zudrüeken,oderumgekehrt, ist 
eine rein kinematische. Da die Bewegung des gestrichenen Koordina- 
tensystems als bekannt vorausgesetzt wird, so sind die Koordinaten 
■^'o! y»! ^0 des Anfangspunktes 0' sowie die Eichtnngseos der drei 
Achsen x, y, s bekannte Funktionen der Zeit t. Wii- nennen sie 
f^n Ai 7i! «ai ß&t 72! «si ßs, 7it indem wii- die Bnchstaben c, ß, y 
den angestrichenen Achsen x, y, z, die Ziffern 1, 2, 3 den ge- 
s-trichenen Achsen x, y, z zuordnen. Dann erhält man aus (36) 
iliirch eine leichte Verallgemeinerung: 

x' = cj (a; — x^ + ßiiy — i/o) + /i (« — ^o) , 1 

y = a^{x - X,) + ß,(y- y,) ^7^{s~ s,) , (181) 

/ = «B (a; — Xo) + /3s (y — y o) + y^ {z —z^). \ 

Diesen drei Gleichangen stehen drei ganz entsprechende gegen- 
über, die man erhält durch die Überleguag, daß die Eichtungscos 
der drei ungestrichenen Achsen x, y, z in bezng auf die gestrichenen 
x, y\ z der Eeihe nach sind: ß,, a^, «3, ft, ß^, ß^, und j-i, y^, y^: 
x — x^^^a^x' + «aV/' + ßsS', I 

y — y»^ ßisf + ßst/' + ßzS , \ (182) 

Um nun die Beziehungen zwischen den Geschwindigkeits- 
komponenten ii', v, w eines materiellen Punktes, wie sie dem Be- 
obachter B' erscheinen, und den Komponenten «, v, w in beaug auf 
das ruhende System zu finden, braucht man nur die Gleichungen 
(181) o9ie«,^182) nach der Zeit ( zu differenzüeren, wobei jedoch zu 
bedenken ist, .daß die Eichtungscos im allgemeinen von der Zeit t 
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Eine zweite Differentiation nach der Zeit t liefert die Beziehungen 
zwisclien den Beschleunigungskomponenten 'K, v, w einerseits und 
ii, V, w andererseits, und damit ist die Aafgabe, den Vektor t' durcli 
den Vektor v auszudrücken, vollkommen gelöst. 

§ 57. Physikalisch schwieriger ist es, den für den Beobach- 
ter B' maßgebenden Kraftvektor %' zu definieren. Hier bieten sich 
voa vornherein zwei verschiedene Wege, die beide eine Verallge- 
meinerung der Gleichung (56) darstellen. Man könnte nämlich ent- 
weder daran denken, die Kraft %' allgemein gleich Masse mal Be- 
schleunigung ij' zu setzen, also auch X' gleich mn; oder man könnte 
allgemein Z' gleich a^X -^ ß-^Y + y^Z setzen. Diese beiden Defini- 
tionen widersprechen sich, da im allgemeinen huJ' von «iX-i-iSir-l- 7^.2 
verschieden ist, wie man leicht erkennt, wenn man einerseits die 
erste der Gleichungen (181) zweimal nach t differentiiert and an- 
dererseits die Werte (55) heranzieht. 

Eine Entscheidung zwischen diesen beiden Alternativen kann 
nur dadurch gefunden werden, daß man zurückgeht auf den im 
1 grundlegenden Gedankengang für die BiLlnng 
, wonach die Kraft von vornherein nicht als Be- 
schleunigung, sondern als Ursache der Bewegung aufzufassen ist. 
Wenn nämlich der Beobachter B' allgemein Kraft gleich Masse mal 
Beschleunigung setzen würde, so wäre er ztt der Folgerung genötigt, 
daß, wenn die auf einen materiellen Punkt wirkende Kraft 5'= 
ist, die Geschwindigkeit des Punktes q' nach GröÜe und Richtung 
konstant ist. 

Nun gibt es aber einen Fall, in welchem für jeden Beobachter 
die Kraft unzweifelhaft Null ist, nänüich den, daß der materielle 
Punkt sieh vollkommen isoliei-t, iu unendlicher Butfernung von 
allen anderen Körpern, im leeren Raum befindet (§ 7). Denn dann 
existiert keine Ursache der Bewegung, also auch keine Kraft In 
diesem Falle wird für den Beobachter ff die Geschwindigkeit des 
Punktes aber keineswegs an Größe und Richtung konstant sein, ■ 
wie' der einfachste Versuch zeigt, sondern es wird ganz darauf 
ankommen, wie sich der Beobachter bewegt, ob er z. E. sich dreht. , 
Daher verschwindet q' nicht allgemein mit %', und die ins Auge 
gefaßte Definition von 5' ist unhaltbar. Andererseits zeigt die 
soeben angestellte Überlegung, daß %' immer gleichzeitig mit % 
versehwindet, und diese Bedingung führt für die Definition von %' 
auf die zweite der beiden oben genannten Alternativen, indem all- 
gemein gesetzt wird: 
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r^a,X+ß,Y + r,Z, 
Z-^a,X + ß,Y + nZ, 



und umgeköhrt: 



X=a,r + a,T + a,Z\ , 

T^ß.X' + ß^y + ß.Z', (184) 

z^r,x'+ny' +7^^'- 1 

Hiermit, ist das Problem der relativen Bewegung im Prinzip 
gelöst. Denn wenn man einerseits die Komponenten der Kraft % 
ans (184), andererseits die Komponenten der BesehleunigHOg (i aus 
(182) entnimmt und diese Werte in (55) einsetzt, erhält man die 
Beziehungen zwischen g' mi*! ^'■ 

Bei der Dmxliführung dieser Rechnung wollen wir uns aber 
im Interesse der Einfachheit auf einige spezielle, besonders wich- 
tige Fälle beschränken. 

§ 58. Der einfachste Fall ist der, daß das gestiichene Ko- 
ordinatensystem mit dem ungesti-ichenen fest verbunden ist, d, h., 
daß sowohl Xo, i/a, Sq als auch die 9 ßicbtungscos unabhängig sind 
von der Zeit t. 

Dann ergibt die Differentiation von (181) und (182) die ein- 
fachen Beziehungen; 

u=a^u-\.ß^v-^Yt''^,--- (185) 

u = Riu -h a^v -\- a^w, (186) 

u=a^ü -I- ftu + 7iw , ■ ■ ■ ■ (187) 

ü = aiU-'ra^v'-\- a^tv',- ■ ■ ■ (188) 

woraus mit Eücksicht auf (183) und (55) folgt: 

X'=mu', F=mv', Z'=mw, (189) 

d, h. für das gestrichene Bezugssystem gelten die nämlichen Be- 
wegungsgleichungen wie für das nngestrichene, oder; die Be- 
wegungsgleich nngen sind in bezug auf die vorgenommene Koordi- 
natentransformation „invariant". Auch die Geschwindigkeit und 
die Beschleunigung behalten ihre Größe, während sich die Kom- 
ponenten ändern. 

§ 59. Der Anfangspunkt 0' des gestrichenen Koordinaten- 
systems bewege sich beliebig, aber die Achsenrichtungen x\ y\ z' 
seien stets parallel den Achsen x, y, s. 
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Dann sind Xq, j/q, ^^ von der Zeit abhängig, während: 
( «1 = 1, Ä = 0, 7i = 0, 

(190) ßa = 0, A = l, ys-=--i), 
I «e = 0, ßs = t), 7s— i- 

In diesem Falle gehen die Gleichungen (181) über in: 

(191) n'=U'~Ua, ■•■■ 

und die Gleichungen (183) in: 

(192) X'^X, T'^Y, Z'^Z, 

80 daß nach (55) als Bewegangsgleichungen resultieren: 

(193) mu=X' — müa, ■■■■ 

abweichend von den Gleichungen (55) für ein ruhendes Bezugs- 
system. Da sich nun die Eewegungsgieichungen an der Erfahrung 
prüfen lassen, so besitzt hiernach der Beobacliter S' ein Mittel, um 
durch mechanische Messungen etwas über seine Bewegung gegen 
ein ruhendes Koordinatensystem zu erfahren. Allerdings kann er 
nur die Eeschleunigungskomponenten üf,, Vo, «i'o messen, nicht aber 
die Geschwindigkeitskomponenteu Mq, w^, w^, 

In der Tat: setzen wir das gestrichene System als gleich- 
förmig bewegt voraus, also etwa: 

(194) x' = x — ti^t, y' ^y—v^t, z' ^z — w^t, 

wobei «Ol ^ot "^t, konstant, so ergehen sich aus (193) wieder die 
Gleichungen (189), d. h. die Gleichungen der Mechanik sind auch 
invariant ju bezug auf die Transformation (194), welche nach dem 
Entdecker des Trägheitsgesetzes auch „Galilei-Transformation" 
genannt wird. Ein gleichförmig bewegter Beobachter 5' wird also 
niemals durch mechanische Messungen etwas über die Geschwindig- 
keit seiner Bewegung feststellen können, und man istüberhaupt nicht 
in der Lage, einen Punkt im Weltenraum anzugeben, von dem man 
behaupten kann, daß er sich in absoluter ßahe befindet. Vielmehr 
bleibt in jeder Geschwindigkeit eine additive Konstante Undefi- 
niert und undefinierbar. Dieser Satz wird als das klassische 
„Prinzip der Relativität" bezeichnet (wohl zu unterscheiden von 
dem modernen Einsteinschen Prinzip der Kelativität, welches die 
Invarianz der Bewegungsgleichungen in bezug auf die im vorigen 
Paragraphen besprochene Transformation [Drehung des Koordi- 
natensystems! und die Invarianz in bezug auf die Galilei-Trans- 
formation unter einem höheren Gesichtspunkt vereinigt). 
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Bemei-kenswerterweise ist mit der Geschwindigkeit aucli die 
kinetisclie Energie eines matei-iellen Punktes nur relativ definier- 
bar, und zwar bleibt in dem Ausdruck der kinetischen Energie 
nicht niu- eine additive Konstante, sondern, da sie quadratisch von 
der G-eschwindigkeit abhängt, sogar eine lineare Funktion der 
Geschwindigkeit vollkommen unbestimmt! Man ersieht daraus, 
wie notwendig es ist, bei allen Eechnungen mit mechanischen 
Größen das zugrunde gelegte Bezngssystem genau zu charakteri- 
sieren; sobald dies aber geschehen ist, verschwindet natürlich jede 
Unbestimmtheit. 

§ 60. Eine weitere Anwendung der Gleichungen (193) wollen 
wir auf die PJanetenbewegung machen, indem wir zunächst, wie 
in I 55 geschildert, die Sonne als frei beweglich ansehen, mit den 
Koordinaten x^, y^, Sn, und die Bewegung des Planeten in bezug 
auf einen auf der Sonne befindlichen Beobachter B' untersuchen. 
Die Eichtungen der gestrichenen Koordinatenachsen seien denen 
der ungestricheneu parallel. Zwar sind uns hier a^o, yo, Zq nicht 
von vornherein als Funktionen der Zeit gegeben, aber wir können 
diese Größen leicht mit Hilfe der Bewegungsgleichnngen für die 
Sonne finden. Denn nach dem Prinzip von Wirkung und Gegen- 
wirkung ist die von dem Planeten in, auf die Sonne {i wirkende 
Anziehungskraft gleich un4 entgegengesetzt der von der Sonne 
auf den Planeten wirkenden Kraft X, Y, Z, also: 

^«0 = — X, — 
und dies in {1.93)_eingesetzt, ergibt: 

mM'=A" + Z-"', ■■-. 
und nach (192): 

mu^X-"'^'^, ■■■■ (195) 

Nun ist nach (84) und (191): 

X^~f-~'- ■'^' ■■■■ 
wobei: 

fidglich lauten die Gleichungen für die relative Bewegung: 



mu^= — f- 



"--;?"'•!',••■■ (196) 

Dies ist die BewegUEg eines materiellen Punktes mit der 
Masse m, der von einem ruhenden, im Koordinatenanfangspunkt 
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liegenden Zentrum mit der Masse ^ + m nach dem Gravitations- 
gesetz angezogen wird. Durch diesen Satz sind die Gesetze der 
relativen Planetenbewegung zurückgeführt auf die in den Para- 
graphen 52 bis 54 abgeleiteten Gesetze der absolnten Planeten- 
bewegung. Daß statt des Faktors fi der größere Faktor n-^-m 
auftritt, wodurch die Anziehungskraft der Sonne stärker erscheint, 
als sie in Wirklichkeit ist, rührt natürlich daher, daß der Planet 
der Sonne sich etwas stärker nähert, wenn die Sonne frei beweg- 
lich ist, als wenn die Sonne fest ist. 

Wir können aber noch einen Schritt weitergehen. Es hindert 
nichts, genau dieselbe Betrachtung und Rechnung anzustellen für 
die Bewegung der Sonne relativ zu einem auf dem Planeten be- 
findlichen Beobachter. Denn über das Größenverhältnis der Masspn 
H und m haben wir keine beschränkende Voraussetzung eingeführt. 

Deshalb läßt sich unmittelbar folgender Satz aussprechen: 
Für einen auf dem Planeten befindlichen Beobachter bewegt sich 
die Sonne in einer Ellipse (der Ekliptik), in deren einem Brenn- 
punkt der Planet sich befindet, gemäß dem Prinzip der Flächen, 
genau so, als ob der Planet fest wäre und die Masse fi-\-m be- 
säße. Diese Ellipse ist natürlich an Größe und Form dieselbe, 
wie die der Planetenbahn i'elativ zur Sonne. 

§ 61. Um den irdischen Verhältnissen, auf die wir nun eiit- 
mal bei allen unseren Beobachtungen angewiesen sind, noch näher 
zu kommen, untersuchen wir jetzt die Bewegungsgleichungen eines 
materiellen Punktes für ein mit konstanter positiver Winkel- 
geschwindigkeit m rotierendes Koordinatensystem, indem wir zu- 
nächst den Anfangspunkt 0' des rotierenden Systems mit dem 
Anfangspunkt 0, und die Drehungsachse z' mit der «-Achse des 
ruhenden Systems zusammenfallen lassen. Ist dann fp der Winkel 
der a: '-Achse mit der x-Achse, so haben wir (Fig. 12): 

(ßi '= cos ?! , j3i =' sin (p , 7,^0, 
«2 = — Sinqu, /9a = cOSip, 7a = 0, 
% = 0, ,?a = 0, 73=1, 

wobei gesetzt werden kann: 

(198) <p---(ot. 

Dann ergibt sich aus den Gleichungen (181) : 
j a;' = xcos^+ ysiny, 

(199) l ?/' ^ — a; sin go + y cos (jc , 
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und durcii Differentiation: 



= u cos (p-\- V sin <p + 03y , 
= — u siü q> -\- V cos fi — cox'. 



(200) 



Desgleichen : 



u ^u cos g[i + « siii (p + 2 
v' = — ü sio. <f> -^ V cf>& fi - 



■loju -\-a 



\ (201) 



Mnltipliziert man diese Gleichungen mit m, so folgen, mit Be- 
rücksichtigung von (55) und von (183)> die gesuchten Bewegangs- 
gleichungen, in welchen wir, da jetzt nur mehr gesti-ichene Größen 
vorkommen, die Striche sämtlich fortlassen: 



mv = Y —Imwu-'r'mm^y, 



(202) 



M^-^-r^ 



Die Gesetze der Mechanik erleiden , 
also für den sich drehenden Beobachter ■^- 
eine Abänderung, die man dahin cha- 
rakterisieren kann, daß zu der „wah- 
rea" Kraft, deren Komponenten X, Y, 
Z sind, and die etwa dtirch die Mus- 
keln hervorgebracht wird (§ 8), noch 
zwei „scheinbare" Kräfte kommen, 
mit den Komponenten mo7^x, moj^y, 

0, und 2m(ov, — 2mo)t(, 0. Die erste Zusatzkraft, welche nur 
von der Lage des Aufpunktes abhängt, ist nach § 25 an Größe 
gleich, au Richtung gerade entgegengesetzt der Zenti-ipetalkraft 
hei einer Bewegung des Aufpunktes nm die Drehungsachse mit 
der Winkelgeschwindigkeit co, sie wird daher als „Zentrifugal- 
kraft" bezeichnet. Die zweite Zusatzkraft, welche nur von der 
Geschwindigkeit dos Aufpunktes im bewegten System abhängt, 
die „Coriolissclie" Kraft, ist rechtwinklig sowohl zu der Dre- 
hungsachse s als auch zu der Geschwindigkeit q, wie man durch 
Addition ihrer mit ^(, v, w multiplizierten Komponenten erkeDnt, 
und zwar bildet sie mit q und z ein rechtshändiges (§ 16) System, 
das im allgemeinen natürlich nicht rechtwinklig ist; d. h., wenn 
der Beobachter, dem die ^^- Achse nach oben geht, in die Richtung q 
blickt, so wirkt für ihn die Coriolissche Kraft nach rechts. Die 
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Größe dieser Kraft ist das doppelte Produkt der Masse m des 
Anfpunktes, der WinkelgeschwiDdigkeit m und der zur Drehungs- 
achse rechtwinkligen Komponente der Gflschwindigkeit q. 

§ 63. Wir verlegen jetzt endlich den 
Änfan^punkt des bewegten Bezugssystems 
von dem Punkt der Drehungsachse (dem 
Erdmittelpunkt) in einen Punkt 0' einer 
Kugelfläche (der Erdoberfläche) mit dem 
Eadius -K (dem Erdradius), welche sich 
mit dem vorhin betrachteten System zu- 
sammen dreht Der Einfachheit halber 
nehmen wir 0' in der {x, ^^)-Ebene an, der 
Bildebene in Eig, 13. Die /-Achse legen 
■wir in die Eichtung des Erdradias, nach 
außen, die y'-Aehse machen wir parallel der y-Achse (in der 
Fig. nach hinten); dann fällt die j;'-Achse in di,e Bildebene. Die 
Transformation in das neue gestrichene System ergibt uns dann 
die Gfleichaugen der Mechanik für einen Beobachter B', der auf 
der Erdoberfläche so aufgestellt ist, daß ihm die /-Achse -nach 
oben, die y'-Achse nach Osten, die x' -Achse nach Süden geht. 

Da das neue System mit dem vorigen fest verbunden ist, so 
gelten für diese Transfoi-mation die einfachen Beziehungen (185) 
bis (188). Bezeichnet nun ßa den Winkel des Erdradius 00' mit 
der X-Achse (dem Äquator), positiv für die nördliche, negativ für 
die südliche Halbkugel, so sind die Koordinaten von ff in dem 
vorigen System: 
(203) 



= ß cos ßo , 



= Ii sin ßo- 



Ferner die Eichtungscos der gestrichenen in bezug auf die 
ungestrichenen Achsen: 

f «1 = sin ft , (5i = , 7i = — cos ft , 

(204) «a = Ü, ß,^i, 7a = 0, 

I «ii = cos(9|,, ßs = 0, 73 = sinjS'o. 

Eolglich nach (187): 

u ^^üäiaßa — w cos ß^ , 

ii; = u COS f9o + M' sin (?o . 
Diese Gleichungen multiplizieren wir mit m und setzen für 
ü, V, w ihre Werte ans den Bewegnngsgleichungen (202). Sehlieü- 
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lieh (Irüekea wir alle iiiigestrichenen Größen durch die gesti-icheaen 
aus, nämlich nach (182): 

x^BGoaßB+ x yin ;% + ^ cos /?o , 



nach (186); 
und nach (184): 



n = u sin ßo + u 



= Z'sinA + ^'cos^o, 

Z= ■— X' cos ^0 + 2' sin ßo . 
Dann ergeben sich die Bewegungsgleichungen für den aa der 
Erdoberfläche in der Richtung des Erdradius aufgestellten Be- 
obachter, wenn wii- nun wieder sämtliche Striche gleichzeitig fort- 
lassen, in folgendei- Form, ohne Jede Vernachlässigung: 
Süden : ) 

mü=X-\'2m(avsmßf,-\-mo3^&\rißf,{JRmsß(,+ xs[nßa+Btosßa), j 
Osten: | .^,.r. 

wu) = F — 2m(ü(wsin/3(| + wcoSj9o)4-»wo>^y , I 

Oben: I 

mw^=Z -^-^mcoviiOSßo+fnm^iiOsßaiM iiosßQ+ xsin ß^+z C0& ß(,) . \ 

Ist die Entfernung des, Aufpunktes yom Standort des Be- 
obachters klein gegen den Erdradius, so kann man die Glieder 
mit X, y, z gegen die mit S, vernachlässigen und erhält einfacher; 
Süden: »wu=X+2m(»z!Sin^(i + Jnft>^-Bsinj5ocosj9o, ] 
Osten: m«) =Z— 2m(ö(MSin(3o+ifCOSj9[)), (206) 

Oben: »«w=Z+2ffJOJi?coSi9o+™o)ä-ffieo8ä|5o. ) 

§ 63. Beti'achten wir nun zunächst den Fall, daß der Äuf- 
punkt nur der Einwirkung seines eigenen Gewichts unterliegt. 
Dann ist die auf ihn wirkende Kraft X^O, I'=0, Z^ — mg^, 
wo ga, die Beschleunigung der Schwere für einen nicht mit der 
Erde bewegten Beobachter, nach (103) den Wert -^ besitzt Läßt 
man also den Punkt mit der (relativen) Änfangsgesehwindiglceit 
Null frei fallen, so gelten, solange die Geschwindigkeit it, w, w 
noch sehr klein ist, die Beziehungen: 

«=(wäi?sinj3oC08i9o, ) 

«' = 0, (207) 

w =— ö'o 4- ojäiS cosä(9o. J 
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Die Besclileuiiigung ist also konstant, aber ihre Grö^e und 
Richtung ist von der von <?o verschieden. Das Quadrat der Be- 
schleunigung ist: 

g^ = ü^ + wS==ga^ — 2(!^m^Bcos% + co*Ii^C0S^ß^. 

Hier spielt das dritte Glied keine merkliche Eolle, da das 

Verhältnis — für: 
ffo 

'» = i>4-.W76Ö = ^'272.10-=sec-', 

^=637 -10« cm, 

<?o = 983 ^fgemesseae Beschleunigung am Pol, für ß^ = -^A 
den Wert 0,00343 besitzt. Die Beschleunigung selber ergibt sich 
daher als nahezu: 

(208) ff = ffo — a'ä-ßcoa%= 983 — 3,37 cos^^o , 
während aus den genauesten Pendelmessangen folgt: 

(209) ^ = 983 — 5,2cosSft. 

Daß die Abnahme der Sehwerebeschleunigung mit der An- 
näherung an -den Äquator in Wirklichkeit beträchtlich stärker ist 
als nach der hier entwickelten Theorie, hat dai-in seinen Grund, 
daß die Erde keine genau kugelförmige, sondern eine abgeplattete 
Gestalt besitzt. 

Die Richtung der Sehwerebeschleunigung, d. h. die Richtung 
des Senkbleis oder der Vertikalen, dm'ch welche der Ziinithpunkt 
des Beobachters bestimmt wird, fällt nach (2Ü7) nicht mit der 
^-Aehse oder dem Erdradius zusammen, sondern besitzt eine dazu 
rechtwinklige Komponente. Der Winkel 6 mit dem Erdradius be- 
trägt, da er sehr klein ist: 

Für die Pole und den Äquator ist d^O, auf der nördlichen 
Haibkagel ist (J positiv, auf der südlichen negativ, d. h. auf jener 
ist das Senkblei von der Richtung nach dem Erdmittelpunkt gegen 
Süden abgelenkt, auf dieser gegen Norden. Den Maximalwert er- 
reicht if für i?(i = ^, nämlich: 
(211) rfmax = -^^^^= 0,00171 = 5,9™" . 

Durch die Vertikale wird auch die geographische Breite ß des 
Beobachters bestimmt, als der Winkel der Vertikalen mit dem 
Äquator. 



H..te.by Google 



Eelative Bewegung. gj^ 

Für diese gilt also die Bezieliung: 

ß~ßo^<S. (212) 

§ 64, Die Bewegungsgleiclinngen eines schweren Massen- 
punktes vereinfaelien sich etwas, wenn man als «-Achse nicht den 
Erdradius, sondern die "Vertikale wählt, d. h. , wenn man in der 
Tabelle (204) der Hichtungs-cos den Winkel ßa durch die geogra- 
phische Breite ß ersetzt. Denn dann fällt offenbar in den Glei- 
chungen (207) die sudiiche Komponente der Beschleunigung fort, 
und die Gleichungen (206) liefern für diesen Fall: 

Süden: « = 2 CO w sini? , i 

Osten: v=—2co(usiaß + iocosß), (213) 

Zenith: tb^= — g-\-2mvcQSß. ) 

VerfoJgen wir nun die Bewegung des Massenpunktes auch für 
größere Geschwindigkeiten, indem wir ihn etwa von einem hohen 
Turm, dessen Höhe Ä sei, mit der Anfangsgeschwindigkeit Null 
herabfallen lassen. Auch hier können wir die Betrachtung durch 
passende Verwertung der Eigentümlicbkeiten des Falles erheblich 
vereinfachen. 

Von den 3 Beschleunigungskomponenten ist w von höherer 
Größenordnung als ü und v; daher können wir auch u und v gegen 
lü ver nachlässiger, und erhalten einfacher: 
ü = , 

v = — 2«»w;cos/3= — 2io eoä ß ■ Yf , 
ih^ — g. 
Mit den Anfangsbedingungen (i = 0): 

a; = 0, y = 0, ^ = h, 
u^O, « = 0, w; = 
ergeben die erste und die dritte Gleichung integriert; 

w^-gt, z yS^^ + A, 

die zweite aber: 

V ^= — 2 (o cos j5 - (i; — /() = ojg cos ß-P, 
y = r^<x>gcQäß-t^. 

Als Bahn des frei fallenden Punktes erhalten wir also durch 

Elimination von t: 

</-- fcOS;3.j/^'^". (214) 

Planoll, AUgemaine MothaaiU. 2. Aufl. 6 
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eiBG Neilaclie Parabel (Fjg. 14), die in der iiadi Osten weisen- 
den Vertikalebene verläuft. 

Die Abweichung von der durcli die Spitze des Turmes (^ = 7i) 
geilenden Vertikalen beträgt am i'ußpunkt desselben 

also z.B. für ß^^ und A = J,0*cm: 

in Übereinstimmung mit zahlreichen Messungen. — 
Wirkt außer der Schwere noch eine andere 
Kraft mit den Komponenten X, Y, Z auf den 
Massenpußkt, so verallgemeinern sich die Bewe- 
■'>B. i»- gungsgleichungen (213) zu: 

I Süden: mü = X-\- 2mmv sin ß , 
(215) Osten: mv = V— -Imco {usin ß + w ma ß) , 




I Zenith; mw^^Z—rnff+^mrovcOi 



Sechstes Kapitel. Vorgeschrieiieiie Bedingungen. 

§ 65. Bisher hatten wir angenommen, daß der betrachtete 
materielle Äufpunkt keinen anderen Einwirkungen unterliegt als 
gewissen Kräften, deren jede ihn nach einem bestimmten, als ge- 
geben angenommenen Gesetz in Bewegung zu setzen strebt' Es 
gibt aber Fälle, wo die Bewegung des Punktes noch durch andere 
Ursachen beeinflußt wird als durch die von vornherein gegebenen 
Kräfte, so z. B., wenn der Punkt gezwungen ist, auf einer festen 
Pläche oder auf einer festen Kurve zu bleiben, allgemeiner: wenn 
der Bewegung des Punktes von vornherein gewisse feste Bedin- 
gungen voi^eschriehen sind; und es fragt sich, nach welchen Grrund- 
sätzen derartige Fälle zu behandeln sind. 

Zur Lösung dieser Aufgabe gehen wir abermals auf die ui"- 
sprtingliche Ableitung des Kraftbegrifies (§ 8) zurück. "Wenn wir 
daran festhalten, daß jeder ursächliche Einfluß auf die Bewegung 
des Punktes sieh stets durch eine gewisse Kraft geltend macht, 
so müssen wir schließen, daß auch eine vorgeschriebene Bedingung 
nur dadurch physikalisch wirksam werden kann, daß sie sich durch 
eine, gewisse Kraft realisieren läßt. Fügt man diese Kraft zu den 
übrigen gegebenen Kräften hinzu, so bewegt sich der Punkt ganz 
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wie der bishei; betrachtete sogenannte „freie"' Punkt. Freilicli 
besitzt die so eingeführte neue Art ron Kräften wesentlich andere 
Kigeiischaften, als die bisher betrachteten, wie man schon darauw 
erliennt, daß ihre Größe nicht unmittelbar gegeben ist, sondern 
von den übrigen Kräften mit abhängt. 

Wir wolleu eine solche Kraft daher künftig mit dem nahe- 
liegenden Namen „Zwangskraft" 3 bezeichnen, im Gegensatz zu 
den bisher ausschließlich betrachteten „treibenden Kräften" %, die 
wir auch weiterhin stets als gegeben annehmen wollen. 

Nach dem Gesäßen Terallgemeinern sich dann die Bewegungs- 
g'leichung'en (57) zu: 

mq = g + 3, (-216) 

wo 5 die Eesaltierende aller treibenden Kräfte, 3 (lie Resultierende 
iiller Zwangskräfte bezeichnet. Die Gesamtresultierende S + 3 
wird auch „bewegende Kraft" oder „effektive Kraft" genannt 

Nun ist klar, daß die Gleichungen (216) zur Bestimmung der 
Bewegung nicht ausreichen; denn es stehen ja 3 neue Unbekannte, 
die Komponenten von 3- darin. Wir branchen also noch 3 weitere 
Gleichungen, und müssen nns daher nach weiteren Bedingungen 
umsehen. Da haben wir zunächst die vorgeschriebenen Bedin- 
g-ungen selber, von denen wir jetzt einmal annehmen wollen, daß 
sie sieh durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen den Ko- 
ordinaten X, y, z des Aufpunktes darstellen lassen. Eine einzige 
Gleichung bedeutet, daß' der Punkt gezwungen ist, auf einer ge- 
gebenen Fläche zu bleiben; zwei Gleichungen bedeuten, daß der 
Punkt sich nur auf einei' gegebenen Kurve bewegen kann. Damit 
;sind alle in Frage kommenden Möglichkeiten erschöpft; denn bei 
% Gleichungen ist der Punkt fest und daher seine Lage unmittel- 
bar für alle Zeiten gegeben. 

Die vorgeschriebenen Bedingungen selber genügen abei- auch 
noch nicht; wü- brauchen vielmehr noch weitere Eigenschaften der 
Zwangskraft 3i und diese können wir nur finden, wenn wir uns 
die vorgeschriebenen Bedingungen auf irgendeine Weise materiell 
realisiert denken. Wenn z. B. der Aufpunkt gezwungen ist, auf 
einer festen Kurve zu bleiben, so denken wir ihn uns etwa in 
einer festen äußerst engen Röhre beweglich, oder wir denken ihn 
uns durchbohrt Ton einem passend gebogenen feinen, aber sehr 
starken Draht, so daß er längs dem Drahte gleiten kann, in jedem 
P'all natürlich ganz ohne Eeibung, weil die Zwangskraft nur das 
• Kurve verhindert, während sie dagegen für die-Be- 
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■wegung längs der Kurve gänzlich beiieatungslos ist. Aus dieser 
Überlegung folgt luimittelbar, daß die Zwangskraft in der Rich- 
tung der Tangente der KuiTe keine Kompouente besitzen kann, 
weder beschleunigend, noch verzögernd, oder daß sie normal zur 
Kurve gerichtet ist, und ganz ebenso müssen wir schließen, daß 
die von einer festen Fläche herrühi-ende Zsvangskraft stets normal 
ziir Fläche wirkt. 

Nun ist leicht zu sehen, daß dieser für die Richtung der 
Zwangskraft g-ultige Satz zusammen mit den Torgeschriebenen Be- 
dingungen in jedem Falle gerade die 3 Gfleichungea liefert, welche 
wir zur Ergänzung der aUgemeinen Bewegungsgleichungen (216) 
oben als nötig fanden, am sowohl die Bewegung des Aufpunktes, 
als auch die Größe und lüchtung der Zwaagskraft zu finden. 
Denn bei einer festen Kurve haben wir zwei vorgeschriebene Be- 
dingungen, und als dritte Gleichung diejenige, welche ausspricht, 
daß die Zwaagskraft normal zur Kurve wirkt, und bei einer festen 
Fläche haben wir zwai- noi- eine einzige vorgeschriebene Bedin- 
gung, aber dafür außerdem die beiden Gleichungen, welche aus- 
drücken, daß die Zwangskraft mit der Normalen der Fläche, also 
einer ganz bestimmten Richtung, zusammenfällt Der Vollständig- 
keit halber können wir auch noch die beiden Grenzfälle des voll- 
kommen freien und des vollkommen festen Panktes hinzufugen. 
Im ersten Falle sind die 3 Zusatzgleichungen die Gleichungen Q = 0, 
im zweiten die Gleichungen q = 0. Aus (216) folgt dann im ersten 
Fall die Bewegung des Punktes, im zweiten Fall die Größe und 
Richtung der Zwangskraft Q, welche ihn festhält 

Je größer die Anzahl der vorgeschriebenen Bedingungsglei- 
chungen, desto geringer ist die Zahl der unabhängig veränder- 
lichen, sogenannten freien Koordinaten. Daher spricht man passend 
von einer größeren oder geringeren Bewegung-sfreiheit des Punktes 
und setzt die Anzahl der freien Koordinaten gleich der Anzahl 
der Grade seinei- Bewegungsfreiheit Ein Punkt hat 3, 2, 1, Grade 
von Bewegungsfreiheit, je nachdem er frei, auf einer Fläche, auf 
einer Kurve beweglich oder fest ist. 

Durch die vorstehenden Ausführungen ist die Theorie der Be- 
wegung eines unfreien Punktes im Prinzip erledigt. Es handelt 
sich jetzt nur mehr um die wichtigsten Anwendungen. 

§ 66. Die allgemeinen Bewegung-sgleichuugen (216} schreibt 
man oft in der mehr symmeti'ischen Form: 

(217) g + 3— ™q=o, 
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und kleidet dieselbe in den Satz: Denkt man sich außer der trei- 
benden lü-aftg und der Zwangski'aft 3 üoch eine dritte Kraft — mi) 
an dem Anfpunkt wii-ken, so halten sieh diese 3 Kräfte im Gleich- 
gewicht. So geringfügig diese Ümstellnng erscheint, so -wichtig 
ist sie durch die Bequemlichkeit und Anschanlichlceit ihrer An- 
wendung geworden nnd bat daher auch als das „Pi-inzlp von 
, d'Älembert" einen besonderen Namen erhalten')- Dasselbe führt 
ganz allgemein die Gesetze der Bewegung auf die des Gleich- 
gewichts zurück, es fügt aber selbstyerständlicb den Newton- 
sehen Gleichungen sacblieh nichts Neues binzu. Die fingierte 
Kraft — m<\ wird gewöhnlich als „Trägheitswiderstaad" bezeichnet. 
Statt die Zerlegung der Kräfte naeb den festen Koordinaten- 
riehtungen x, y, s vorzunehmen, kann mau sie natttriich auch, wie 
in § 25, in den Eichtungen der Tangente t, der Hauptnormale v 
und der Binormale ß der Bahnkurve des Äafpunktes ausführen, 
und erhält dann als Ausdruck des d'Alembertschen Prinzips, 
mit. Rücksicht auf {74a) und (75), sowie darauf, daß die Zwangs- 
kraft in der Richtung der Tangente keine Komponente besitzt; 

3.-mg = 0, (218) 

g^ + S"- — -«, (219) 

f^^ + äi'-D. (220) 

Hierbei ist t in der Richtung der Geschwindigkeit, v in der 
Richtung nach dem Krümmangsmittelpunkt zu nehmen. 

Es ist oft die Ü^'rage aufgeworfen und lebhaft diskutiert worden, 
ob der Ti'ägheitswider stand, bzw. seine Komponente, die Zentri- 
fugalki-aft, eine „wirkliehe" Kraft ist. Die Antwort auf diese 
Frage ist leicht zu geben, sobald man sieh über die, von vorn- 
herein willkürliche, Definition der Kraft entschieden bat. Wenn 
man, wie wir es im § 9 gjetan haben, die Kraft gleichgerichtet 
und proportional der Beschleunigung setzt, dann ist der Träg- 
heitswiderstand keine wirkliche Kraft; denn der Trägheitswider- 
staad ist nicht gleichgerichtet und proportional der Beschleuni- 
gung. Wenn man aber, wogegen nichts einzuwenden ist, die 
Definition der Kraft so modifiziert, daß alle Kräfte sich stets im 
Gleichgewicht halten, so muß der Trägheitswidei'stand auch mit zu 

') I-Iäiiflg mifc! auch die aus der Kombination von (217) mit dem Prinzip 
der virtueUen Arbeit (321) resultierende Gleichung (383) als d'Alembertaiilies 
PriuBip bezeichnet. 
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den Kräften gerecliiiet -werde«. Das "Wesentlicbe sind nicht die Be- 
iiennangen, sondern die Gleichungen (217), und diese enthalten 
nicht die geringste Unbestimmtheit. 

§ 07. Eine wichtige Eigenschaft der Zwangakraft wollen wir 
gleich hier zur Sprache bringeu. Da die Komponente der Zwangs- 
kraft in der Richtung der Q-eschwindigkeit Null ist, so ist auch 
die Arbeit der Zwangskraft (§ 47} gleich Null, und zwar 
gilt dieser Satz offenbai- auch für die beiden Grenzfälle des freien 
und des festen Punktes, weil im ersten Fall Q = und im zweiten 
Fall .1 = 0, 

Hieraus ergeben sich eine Reihe wichtiger Folgerungen. Denken 
wir uns zunächst den Aufpunkt in ßuhe, auf einer festen Fläche 
oder Kui've befindlich, und einer gegebenen treibenden Kraft g 



Im allgemeinen wird er anfangen sich zu bewegen, und zwar 
in derEichtung der Resultante 5 + 3' Daher ist die bei der an- 
fänglichen Verschiebung um dx von der Gesamtkraft geleistete 
Arbeit positiv: 

Da aber ^■'^'■■^O, so folgt: 

(221) ^■dx>0, 

d, h. wenn ein freier oder unfreier rahonder Aufpnnkt durch eine 
treibende Kraft in Bewegung gesetzt wird, so ist die Arbeit der 
treibenden Kraft positiv, oder die anfängliche Verschiebung bildet 
mit der treibenden Kraft einen spitzen Winkel. 

Hat die treibende Kraft ein Potential ü, so haben wii' mit 
Räcksicht auf (150): 

(222) dü<0, 

(l. h, beim Eintritt der Bewegung nimmt das Potential ab. Daraus 
folgt sogleich eine hinreichende Bedingung fttr das Gleichgewicht, 
Wenn nämlich unter allen Verschiebungsrichtungen, die dem be- 
weglichen Aufpunkt vermöge der vorgeschriebenen Bedingungen 
gestattet sind, sich keine einzige befindet, für welche das Poten- 
tial abnimmt, so kann auch keine Bewegung eintreten, und der 
Aufpunkt muß in Ruhe bleiben. 

Dies findet sieh z, B. verwirklieht, wenn der Aufpaukt sich 
an einer Stelle seiner Fläche oder Kwve befindet, wo das Poten- 
tial U ein Maximum oder Minimum ist Denn dann ist für jede 
mögliehe Verschiebung (5(7=0, also die Ungleichung (222) nicht 
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erfüllbar. Hier befindet sich also der Aufpuiikt im Gleichgewiclit, 
Man sieht aber auch weiter, daß, wenn V ein iHaximum ist, das 
Gteiehgewicht labil ist. Denn wenn man den Anfpunkt aus der 
Qleichgewiehtsli^e etwas rerscliiebt und dann wieder in Rahe 
läßt, 80 wird er natürlich anfangen sich zu bewegen ; da aber die 
Bewegung nach (222) im Sinne abnehmenden Potentials erfolgt, so 
ist es dem Aufpunkt unmöglich, in seine dem Maximum entsprechende 
GleicKgewichtslage zurückzukehren. Umgekehrt Ist das Gleich- 
gewicht stabil an einer Mißimumstelle des Potentials. Bleiht aber 
das Potential längs eines endlichen Gebiets von Verschiebungen 
konstant, so ist das Gleichgewicht indiffereut; denn dann ist der 
Anfpunkt an jeder Stelle im Gleichgewicht, weilihm jede Gelegen- 
heit fehlt, die für den Eintritt der Bewegung notwendige Bedin- 
gung (222) zu erfüllen. 

Ein anschauliches Beispiel für diese Sätze bietet ein schwerer 
Punkt auf einer festen Fläche oder Kurve. Hier ist E7 durch (152) 
gegeben, und die Bedingung (222) geht über in; 

dz<Q. (223) 

Die Bewegung tritt also immer nach abwärts ein. Besitzt die 
-Fläche oder Kurve irgendwo ein Maximum oder ein Minimum 
ihrer Höhe, so befindet sich dort der. Anfpunkt im labilen oder 
stabilen Gleichgewicht, verläuft sie streeken\yeise horizontal, so 
befindet er sich dort im indifferenten Gleichgewicht. 

Wenden wir uns nun von einem ursprünglich rulienden zu 
einem mit beliebiger Geschwindigkeit bewegten Anfpunkt, so gilt 
auch für ihn der Satz, daß die Arbeit der Zwangskraft ver- 
schwindet, und daß daher von der Arbeit der gesamten Kraft nur 
die der treibenden Kraft übrig bleibt. 

Daher gilt für ihn die Gleichung (147) der lebendigen 
Kraft genau ebenso, als ob die Zwangskraft und die vor- 
geschriebenen Bedingungen gar nicht vorhanden wären, 
und wenn die ti-eibende Kraft ein Potential hat, so gilt auch das 
Integralprinzip (151) der lebendigen Kraft. 

Ein auf einer festen Fläche oder Kurve beweglicher schwerer 
Massenpuiikt besitzt also auf einer bestimmten Höhe immer auch 
eine bestimmte Geschwindigkeit, einerlei wann, wo ujid auf welchem 
Wege er zu dieser Höhe gelangt ist. Je größer die Höhe, desto 
kleiner die Geschwindigkeit. 

Alle die in diesem Paragraphen entwickelten Sätze sind einer 
bedeutenden Verallgemeinerung fähig, die im zweiten Kapitel des 
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zweiten Teiles zur Sprache kommen ■wird, und bieten daher eine 
gui^ Grundlage füi- das Verständnis derselben. 

Wir gehen nun zur Behandlung spezieller Fälle über, und be- 
ginnen mit dem einfachsten: einem einzigen Grade von Bewegungs- 
freiheit. 

§ 68. Feste Kurve. Zu den Bewegungsgleichungen (217) 
kommen hier noch die beiden Gleichungen der Kurve und die Be- 
dingung, daß die Zwangskraft senkrecht steht auf der Kurve: 

(224) 8.g + 8,g + 8.£--«. 

wobei die Eichtungs-cos des Kurvenelements ds als gegeben zu 
betrachten sind. 

Fragen wir zunächst nach der Bedingung dafür, daß derAuf- 
punkt sieb unter dem Einfluß -einer gegebenen treibenden Kraft ^ 
im Gleichgewicht befindet Dann ist die Beschleanigung Null, und 
durch Elimination von g aus (217) und (224) ergibt sich als Gleich- 



Die treibende Kraft braucht also nicht zu verschwinden, wie 
beim Gleichgewicht eines freien Punktes, sondern es genügt, wenn 
sie rechtwinklig zur Kurve gerichtet ist, 

Fragen wir weiter nach der Bewegung des Aufpunktes in 
dem Falle, daß die ti-eibende Kraft Null ist. Dann folgt aus (218): 

^^=const. , 
d, h. die Geschwindigkeit ist konstant; aus (219) und (220): 

15^=^0 und S"=™f. 
d, h. die Zwaugskral't fällt mit der Zentripetalkraft zusammen. 
Für eine feste Gerade ist die Zwangskraft Null. 

§ 69. Wir betrachten jetzt die Bewegung eines schweren 
Punktes auf einem festen vertikalen Kreisbogen, d. h. ein Kreis- 
pendel. Dies wird am einfachsten realisiert durch eine staiu-e 
gewichtslose Stange, die um einen festen Punkt in einer vertikalen 
Ebene drehbar ist und am freien Ende den Massenpunkt trägt. 

Wir machen die Vertikale, wie gewöhnlich, zui- 2-Achse, die 
Kreisebene zur ajs'-Ebene, und legen den Koordinatenanfangs- 
punkt in den tiefsten Punkt des Kreises. Sein Eadius, die Länge 
des Pendels, sei l (Fig. 15). 
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Dann sind die Gleiehungen des Kreises: 
y = Q und: 
x^ + s^^2ls. (226) 

Da der Aufpiiukt nur eine einzige unabliäiigjge Koordinate 
besitzt, 80 genügt zur Berechnarg der Geschwindigkeit eine ein- 
zige Integratioa der BewegnngsgleichuLgen, 
Wir benutzen dazu am bequemsten, nach 
% 67, das Prinzip der lebendigen Kraft 
(152a): 

/^-2^s = ^o^ (227) 

wo Qb die Geschwindigkeit für s^O be- 
deutet. 

Da jeder Höhe s eine bestimmte Ge- 
schwindigkeit q entspricht, so ist die Bewe- 
gung periodisch. Sie besitzt aher einen ganz 
verschiedenen Ch;u-akter, je nachdem die Ge- 
Hchwindigkeit Soi mit welcher der Aufpunkt seine stabile Gleich- 
gewichtslage verläßt, hinreicht, um ihn in die labile Gleichgewichts- 
lage: 2 = 21, zu führen, oder nicht. Im ersten Fall erfolgen die 
Schwingungeß des Pendels alle gleiehsinnig, im zweiten Falle kommt 
das Pendel schon in einer Höhe.3<2 ?zur ßnlie, und die Schwingungen 
erfolgen alternierend, hin und her. Der Greiizfall ist der, daß die* 
Anfangsgeschwindigkeit So g^ade hinreicht, um die größte Höhe 
^ = 2 ^ mit der Geschwindigkeit 5 = zu erreichen, also, nach (227) : 

g.^^Y'fg. (228) 

Dann bleibt der Aufpunkt oben liegen. Ist aber: 

qo<2Ylg, (329) 

so kommt das Pendel schon für: 

«_?^'«-20 (230) 

zur Ruhe und kehrt dann wieder um. 

Die Zwangskraft Q wird hei dieser Bewegung durch den Zug 
nach innen oder den Druck nach außen dargestellt, den die Stange 
auf den Aufpuukt A ausübt, positiv, wenn sie nac-h dem Krüm- 
mungsmittelpunkt C hin, also nach innen, wukt In dei Tat fällt 
in (220) die Eichtung ß, die Binormale, mit y zusammen und da 
%,j^(l, so verschwindet auch Q^, und die gtnze 2^angskraft 3 
wirkt in der Kichtuag des Jßadius. 
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Da nun weiter Q^l und %„-■-■— '^9 ~''- , die Komponente 
f!es Gewiclit^ in der Eichtuog nach hin, so folgt aus (2191: 

Ein positiver Wert von Q^ läßt sich auch realisieren durch 
einen unausdehubaren Faden anstatt der atai'ren Stange. Wenn 
aber Q^, negativ ausfallt, genügt ein Faden nicht mehr zur Auf- 
rechterhaltung der festen Bedingung, nnd es muß die unzusammen^ 
drückbare Stange genommen werden. Die letzte G-leichung zeig-t, 
daß fiir s<.l, also in der unteren Hälfte des Kreises, Q^ immer 
positiv ist. Hier genügt also unter allen Umständen ein Faden. 
Im allgemeinen erhalten wir durch Elimination von q aus (227): 

(231) 3v = '/(So^ + i/-(^-32]). 
Mit wachsendem si nimmt 3« ^^■ 

Nehmen wir einmal den oben betrachteten Grenzfall (2'2S), in 
welchem der Anfpunkt gerade noch die höchste Lage erreicht. 
Dann ist: 

(232) 9,^=.'"f.(^U-22), 

d.h. die Zwangskraft bleibt positiv bis zur Höhe i^=5-^; von da 
ab wird aus dem Zug ein Druck, und wenn der Aufpunkt die 
Höhe 21 mit der Geschwindigkeit Null erreicht, ist der Druck 
gleich — mg geworden, entsprechend dem Gewicht des nun ruhen- 
den Punktes. 

Für sehr große Werte der Anfangsgeschwindigkeit q^ bleibt 
nach (231) 3« stets positiv, es genügt also dann ein Faden, nm 
das Pendel herumzusehwingen, wie bei der Schleuder. Der kleinste 
hierfür zulässige Wert von q^ ergibt sich aus der Bedingung, daß 
3„,im Mchsten Punkt, für2' = 2?, wo-es seineu kleinsten Wert be- 
sitzt, Null ist: 

(233) q<?'=^l9, 
natürlich etwas größei- als der Grenzwert (228). 

Aber auch für hinreichend kleine Werte der Anfangsgeschwin- 
digkeit §0, bei der alternierendea Bewegung, genügt ein Faden 
statt der Stange, nämlich dann, wenn q^ kleiner ist als diejenige 
Anfangsgeschwindigkeit, bei welcher 3^ in der höchsten Lage (230) 
gleich Null ist. Dieser Grenzwert ist nach (231): 

(234) ffo^=2/^. 
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Also nur, wenn So^ zwischen den Üreuzen {2'd'i) und (234) 
liegt, ist eine Stange erforderlich, um den Äufpnnkt in der Kreis- 
bahn zn erhalten. In allen anderen Fällen genügt ein nndehn- 
barer Faden. 

§ 70. Fragen wir nun nach der Beziehung zwischen Ort und 
Zeit. Dazu ist eine zweite Integration erforderlich, für welche 
wir zweckmäßig den Elongationswinkel q> (Fig. 15) einführen, 
durch die Gleichungen: 

, j d(p l »■ /,.,-^ 

q = + i--^, —r- = cos ip . (2^5) 

Dann ergibt sich aus (227) leicht; 



y;.- 



indem für 95 = ( = gesetzt ist. 

Dieses elliptische Integral reduziei-t sich auf eine elementare 
Funktion nur für den Grenzfall (228), in welchem die Anfangs- 
geschwindigkeit g-o gerade hinreicht, um das Pendel in die labile 
Gleichgewichtslage (5:>=Jt) zu bringen. Die Zeit, die bis dahin 
verstreicht, ergibt sich ans (236) als logarithmisch unendlich, 
was daher rührt, daß die Geschwindigkeit zuletzt verschwindend 
klein ist. 

Wir verfolgen weiter den wichtigeren Fall der alternierenden 
Schwingungen, nehmen also die Ungleichung (229) als erfüllt an. 
Dann kommt das Pendel nach (230) für den Elongationswinkel 9)1 
zur Kühe, wenn nach (230) und (235): 

f>Y ist die Amplitude der Schwingung. Führt man in (236) 
^1 statt <7o eil), so folgt: 



'-^'^■/l^ 



(238) 



Da 'p mit wachsendei' Zeit periodisch zu- und abnimmt, so ist 
die Quadratwurzel abwechselnd positiv und negativ zu nehmen. 
Wir beschränken daher von jetzt an die Betrachtung auf den 
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ersten Anstieg des Pendels, d, h. die erste Viertelschwingiing. 
Dann ist die Wurzel positiv, und ebenso <fi. 

Um das Integral auf seine Normalform zu bringen, führen wir 
statt (p die Integrationsvai-iable 9- ein dnrcb die I 

(239) sin-^ = ;c-Kin;^, 
wobei Kur Abkürzung 

(240) sin^ = >: 
gesetzt ist. Dann ergibt sich aus (238): 



<^«> '-V\-'lw- 



Hier läßt sich die reziproke Quadratwurzel in eine Reihe ent- 
wickeln", die um so besser konvergiert, je kleiner die Amplitude 
ist, und dann die Integration gliedweise ausführen. Wenn man 
die Reihe bei dem GKed mit %^ abbricht, so folgt als Näherungs- 
wert: 



(242) ( = j/i 



Die erste Viertelschwiagnng ist beendet, wenn 9='9\-, Ufld 
infolgedessen ^ = -?- geworden ist. Also haben wir, wenn T die 
Zeitdauer einer ganzen Schwingung bedeutet: 



'Krt 



und nach (24ü), da in erster Annäherang der sin durch den Bogen 
t werden k:aun: 



Kl(i+f)- 



(243) r=2jt. 

-Für unendlich kleine Amplituden ist also die Schwingungs- 
öauer vollkommen unabhängig von der Amplitude; doch auch 
schon für Amplituden von einigen Graden ist das Glied mit »Pi 
sehr klein. 

Will man sich gleich von vornherein auf unendlich kleine 
Amplituden beschränken, so geht man bei der Ableitung der 
Schwingungsgesetze einfacher direkt von der Gleichung (218) aus, 
welche in der Anwendung auf den vorliegenden Fall nach (235) lautet: 

(244) jsin^+jJj-O. 

Ersetzt man hierin sin ip durch y, so hat man genau die 
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Bifferentialgleichung (15), und kann die oben erhaltenen Resultate 
direkt Merher übertragen. 

Die gefundenen Gesetze der unendlicli kleinen Schwingungen 
des Kreispendels lassen eine einfache Verallgemeinerung zu auf 
die Schwingungen eines schweren Punktes auf einer beliebigen, in 
einer vertikalen Ebene verlaufenden festen Kurve um seine sta- 
bile Gleichgewichtslage. Denn da bei diesen Schwingungen der 
Aufpunkt sich nur unendlich wenig aus seiner Gleicl^ewichtslage 
entfernt, so kommen dabei nur die unendlich benachbarten Punkte 
der Kurve in Betracht, und es gelten auch hier die Gesetze des 
Kreispendels, nur daß au die Stelle des Kreisradius l hier der 
Krümmungsradius der Kurve in ihi-ern tiefsten Punkt tritt. Bei 
endlichen Schwingungen dagegen ist auch der weitere Verlauf dei- 
Kurve von EinfluIJ. Ist der Krümmungsi-adzus l durchaus kon- 
stant, so nimmt nach (243) die Schwingungsdauer mit wachsender 
Amplitude za. Nimmt aber die Krümmung der Kurve mit der Höhe 
zu, d. h. steigt die Kurve steiler an als der Krümmungskreis in 
ihrem tiefsten Punkt, so wird die Schwingungsdauer kleiner sein als 
beim Kreis, und man kann es dui-ch passende Wahl der Krümmung 
eri'eichen, daß die Schwingungsdauer auch bei endlichen Schwin- 
gungen von der Amplitude unabhängig ist. (Diese Kurve, die so- 
genannte „Tautochrone", ist die gemeine Zykloide, erzeugt durch 
Bollen eines Kreises vom Üadins-j--] 

§ 71. Peste Fläche. Fär einen Massenpunkt, der gezwungen 
ist, auf einer gegebenen ■ festen Fläche zu bleiben, treten nach 
§ 65 zu den Bewegungsgleichungen (217) noch hinzu erstens die 
Gleichung der Fläche: 

fix, y, 2)^0, (245) 

und zweitens die Bedingung, daß die Zwangakraffc rechtwinklig 
zur Fläche, also in der Richtung ihrer Normalen, wirkt: 

S.:3,:8.~|f-.|f||. (-246) 

■ Hieraus sind allö Gesetze der Bewegung, einschließlich der 
Größe und Richtung der Zwangskraft, eindeutig abzuleiten. 

Fragen wir zunächst wieder nach der Bedingung dafür-, daß 
der Aufpunkt sich unter dem Einfluß einer gegebenen treibenden 
Kraft im Gleichgewicht befindet. Dann ist die Beschleunigung 
Null, und durch Eiimination von 3 aus (217) und (246) ergibt sieh 
als Gleichgewichtsbedingung; 
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(■'471 ^ ■?( -S =^--^- ^ 

Dies sind zwei Gleichungen, während für das Gleichgewicht 
eines Punktes auf einer festen Kurve nur die einzige Bedingongs- 
gleiehnng (225) za erfüllen ist. 

Fügen wir hinzu, daß in dem Grenzfall eines freien Punktes 
die 3 Gleichungen 15 ^'*i ^'^^ ii dem entgegengesetzten Grenzfall 
eines festen Punktes gar keine Bedingung für das Gleichgewicht 
erforderlich ist, so erhellt, daß in jedem allei- genannten Fälle die 
Anzahl der Bedingungsgleiehungen für das Gleichgewicht gei-ade 
übereinstimmt mit der Anzahl der Freiheitsgrade des Punktes 
(§65), — ein Satz, der später erheblieh verallgemeinei-t werden 
wird. 

Für die Bewegung eines Punktes auf einer festen Fläche in 
dem Falle, daß die treibende Kraft 3' = ist, erhalten wir zu- 
nächst aus (218): 

(248) '^^^' 3--const., 

und aus (219) und (220): 
(349) 131 = ^, 

gerade wie bei der kräftefreien Bewegung auf einer festen KuiTe. 
Ein wesentlicher Unterschied ist aber, daß hiei- weder der Krttm- 
mungsradins i>, noch überhaupt die Bahnkurve von vornherein be- 
kannt ist, sondern daß diese erst gesucht werden muß. Denn 
durch den Anfangszustand ist nur die Lage und die Bahntangente 
gegeben; der weitere Verlauf, der Kurve auf der Fläche f=(i ist 
besonders zu berechnen. 

Hierzu dienen die Gleichnngen (246), welche mit Eücksicht 
auf den Umstand, daß die Zwangskraft hier die einzige wirkende 
Kraft ist, nach (68) und (248) ergeben: 

,.,.., d^ ^ rf% if bf üf_ 

^ ' rös* '■ d^^ '■ ds'^^ix- by'-bx' 

d. h. die Hauptuormale in Irgendeinem Punkte der BahnkuiTe fällt 
mit der Flächennormalen in diesem Punkte zusammen. Das ist 
eine besondere Eigenschaft der Bahnkurve, die nicht jede auf der 
Fläche gezogene Kurve besitzt Denn z. B. auf einer Kngelfläche 
ist die Hauptuormale eines beliebigen Schnittkreises der Eadius 
dieses Kreises, während die Flächennormale der Eadius der Kugel 
ist. Eine Kurve von der ausgezeichneten Eigenschaft (250) heißt 
eine „geodätische Linie" der Fläche; der Natne rührt von einer 
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weiteren, später (§ 111) abzulöitenden wichtigen Eigensehaft dieser 
Kurven ha-. Für die Kngel sind also nach dem Gesi^ten die 
geodätischen Linien die größten Kreise, für die Ebene sind es die 
Geraden; denn die Normale der Ebene ist die auf der Ebene senk- 
rechte Richtung', während für jede ebene Kurve, die keine Gerade 
ist, die Hauptnormale in der Ebene verläuft. 

Ein Masaenpunkt auf einer festen Fläche ohne treibende Kraft 
bewegt sich also auf einer geodätischen Linie mit konstanter Ge- 
schwindigkeit. Durch den Anfangszustand ist die Bahn bestimmt; 
denn durch einen bestimmten Punkt mit einer bestimmten Tangente 
gibt es nur eine einzige geodätische Linie auf der Fläche. Dies 
ergibt sich am deutlichsten, wenn man bedenkt, daß dui-ch das 
erste Kurvenelement und durch die bekannte Flächennormale im 
Endpunkt des Elementes die Krümmungsebene der Kui-ve, und 
durch deren Schnittpunkte mit der Fläche das zweite Kuryen- 
element bestimmt wii-d, und so sukzessive weiter. 

Auf einer Kugel bewegt sich daher ein kräftefreier Masaen- 
imnkt io demjenigen größten Kreise, auf einer Ebene in derjenigen 
(.Teraden, welche durch die E-ichtung der Anfangsgeschwindigkeit 
bestimmt wird. Die Größe der Zwangskraft ergibt sich in jedem 
Falle aus (249). 

§ 12. Wir betrachten jetzt die Jßew^ung eines schweifen 
Punktes auf einer festen Kugelfläche, d, h. ein sphärisches 
Pendel. Dies wii'd am einfachsten realisiert durch eine starre 
gewichtslose Stange, die um einen festen Punkt nach alleji ßich- 
tungeü drehbar ist und am freien Ende den Massenpunkt ti'ägt- 
.i>ie Richtung der Zwangskraft fällt nach (246) mit dem Kugel- 
i'adius zusammen. Wirkt sie in der Richtung nach dem Kugel- 
mittelpunkt, so kann die starre Stange durch einen imausdehn- 
baren Faden ersetzt werden. 

Wir beschränken uns im folgenden auf die Bestimmung der 
Bewegung des Pendels, Legen wir wieder den Koordinatenanfangs- 
punkt in den tiefsten Punkt der Kugel und die ,s-Aehse vertikal 
nach oben, so ist die Gleichung der Kugel vom Radius l: 

x'^^iß^il-zy^^P. (251) 

Hie]'zu kommt nach §67 und (152 a) die Gleichung der leben- 
digen Kraft: 

*Z^ + 2ö's = ß. (252) 

Außerdem brauchen wir hiei" noch ein zweites Integral der 
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BewegungsgleichimgeD, als welches wir nach §71 dat, Piinzip der 
l<läclien in seiner erweiterten Fassung benutzen können. J)enn 
die gesamte auf den Aufpunkt wirkende Kraft, d h die Eesul- 
tierende aua dem GewicM und der Zwangskraft, geht zwar nicht 
durch ein festes Zentrum, woM aber duith eine fesate Gferade, 
nämlich durch die Vertikale im Kagelmittelpunkt. Daher gilt 
für die Projektion des Äufpunktes auf die a^y-Ebene die Glei- 
chung (161): 

(253) »-^f^"'' 
wobei: 

(254) a; = »■ cos cp , y ^ r sin 9:1 . 

Zur Bestimmung der Bahn führen wir überall statt der gerad- 
linigen Koordiriaten x, y, z die Zylinderkoordinaten r, xp, z ein. 
Dann wird aus (251): 

(255) r'>- + z^ = 1.lz 
und aus (252), mit Rücksicht auf (166): 

Weiter ergibt die Elimination von ät mittelst' (253), sowie die 
von r^ und rdr mittelst (255) und der daraus abgeleiteten Diffe- 
rentialgleichung: 

(257) rdr = lj. — z)dz 

die folgende Beziehung zwischen y und z\ 
(258) 



, Dies führt im allgemeinen auf ein elliptisches Integral. Da 
nach (253) sich g> immer in gleichem Sinne mit t ändert, können 
wir, ohne die Allgemeinheit wesentlich zu beschränken, <p stets 
als wachsend, also c, ebenso wie c, als positiv voraussetzen. Da- 
gegen wird 2 abwechselnd zu- und abnehmen, und dementsprechend 
die Quadratwwzel in (258) positiv oder negativ za nehmen sein. Das 
Versehwinden da- Wui-zel gibt die höchste und die tiefste Lage des 
Pendels. Die Gleichung dafür ist zwar kubisch in bezug auf g, hat 
also 3 Wurzeln, abei- man überzeugt sich leicht, daß eine Wurzel 
gröiäer als 2 i ist und daher keine physikalische Bedeutung besitzt. 
Denn der Ausdruck unter der Wurzel wechselt das Vorzeichen, wenn 
man ^ von 2 ? bis 00 wachsen läßt. 

Natüi'lich ist « periodisch in bezug auf 9). Aber die Bahn- 
kurve ist nur dann geschlossen, wenn ein ganzes Vielfaches der 
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Periode voa gi gleich einem ganzen Vielfachen von iüi. ist, d. h. 
wenn das Verhältnis dieser Periode zu Jt rational ist. 

Wenn das Maximum und das Minimum von z zusammenfallen, 
oder wenn die beiden in Betracht kommenden Wurzeln der ge- 
nannten kubischen Gleichung einander gleich "werden, so bleibi 
(las Pendel konstant auf derselben Höhe z nnd fühi-t horizontale 
kreisförmige Schwingungen aus; auch r und -^ sind dann kon- 
stant. Man erhält diese Werte, wenn man den Radikandiis in 

(258) nach 2 differentiiert und gleich Null setzt: 

oder nach (252) und (255): 

qm-z)~yr^^--=(i. (259) 

Diese Gleichung läßt sich für jeden beliebigen Wert von z 
zwischen und' l, also auf der unteren Kugelhälfte, erfüllen. Das 
entsprechende r ergibt sich aus (255), dann 3 und die Winkel- 
geschwindigkeit aus (259): 

Für z = l wird die Winkelgeschwindigkeit unendlich, für un- 
endlich kleine z nimmt sie einen bestimmten endlichen Wert an, 
und zwar gerade denjenigen, welchei' der Schwingungsdauer (243) 
eines Kreispendels von unendlich kleinei' Amplitude entspricht. 

Die Zwangskraft, d. h. die Spannung des Pendelfadens, steht 
nach § 66 mit der Zentrifugalkraft ^^- und der Schwere mg im 
Gleichgewicht. In der Tat geht die Resultie- 
rende der beiden letzteren Kräfte durch den 
Mittelpunkt der Kugel, da ihr Quotient nach 

(259) gleich ist der Tangente des Elongations- 
winkels: j^ (Fig. 16), Die Größe der Span- 
nung ist: 

sie wird für z = 'i gleich mg, für ä = ^ gleich unendlich, wie na- 
türlich. 

§ 73. Wenden wir uns jetzt noch zu der Betrachtung unendlicli 
kleiner Schwingungen eines sphärischen Pendels iin allgemeinen, 
so können wir dabei wieder von (258) ausgehen und dort diejenigen 

PUusk, AUgemeine Mecliftiiik. 3. Änfl. T 
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Vereiiifachungea einfulireii, die für anendlieSi kleine Scliwingungea 
charakteristisch sind. Zu diesem Behufe nehmen wir an, daß im 
Anfangszastand sowohl r, die Eiongation, als auch q, die Ge- 
schwindigkeit, unendlich klein von der ersten Größenordnung sind, 
während g> und -£ endlich sein können. Dann ist nacli (255) die 
Höhe z, und nach (252) und (253) auch die Konstante c und die 
Konstante c unendlich klein toq der zweiten Größenordnung, und 
daraus folgt, daß für die ganze Dauer der Bewegung alle diese 
Größenordnungen bestehen bleiben. 

Die Kurve des Äufpunktes fällt also bis auf Größen zweiter 
Ordnung mit ihrer Projektion auf die a;y-Ebene zusammen, d.h. 
sie ist nahezu eine ebene horizontale, und die Gleichung (255) 
vereinfacht sich zu: 

(262) r^ = 2lz. 

Betrachten wir nan die Differentialgleichung (258) mit Rück- 
sicht auf die vorliegenden beschi-änkenden "Vereinfachungen, so 
findet sieh, daß darin mit großer Annäherung der Faktor 21— s 
durch 11 ersetzt werden kann. Dies ist aber auch die einzige zu- 
lässige Vereinfaciung; denn im übrigen besitzen in allen Summen 
und Differenzen die einzelnen Glieder die nämliche Größenordnung. 
Wir erhalten also nun als Differentialgleichung für unendlich 
kleine Schwingungen: 

d<p^= — / — " 

Integriert: 

(263) (p = -i- are cos — ^ "!~^ -- 

wobei wir die Integrationskonstante gleich Null setzen, auf Grund 
der nämlichen Überlegung wie bei der Integration von (168). '..^:, 
Da die Kurve nahezu in der a^y-Ebene verläuft, so fuhren 
wir in (263) an Stelle von ip und z die rechtwinkligen Koordi- 
naten X und y ein, nach (262) und (254), und erhalten dann folgende 
Gleichung: 

(264) J + g=l, 

wobei a^ und h^ die beiden Werte sind, welche der Ausdruck: 

(265) -^ J l^^. — 

besitzt, je nachdem der Quadratwurzel das eine oder das andere 
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Vorzeichen gegeben wird. Die Kurve ist also eine Ellipse mit 
den Halbachsen 0, und ö. Um zu erfahren, wie diese Ellipse durch- 
laufen wird, setzen wii". 

a; = a cos S' , (/ = & sitt fl- , (266) 

wodui'Ch die Grleichung (264) identisch erföllt wird, und suchen 

die Abhängigkeit des Hilfswinkels & yon der Zeit t. Hierfür er- 
gibt sich aus (253): 



^3iip dy dx _ 



^ah-, 



also: 



wenn für t = ö' = gesetzt wird; also eine höchst einfache Be- 
ziehung. Die Werte von a und b aus (265) eingesetzt, ergehen: 



-KT- 



und dies in (266) substituiert, liefert: 

x^acosty-^ and y=^bä\Ril/ -^, (268) 

wodurch die Bewegung bis in alle Einzelheiten bestimmt ist. 
Denn a und b sind durch (265), z durch (262) gegeben. Die Schwin- 
gungsdauer ist von a und b unabhängig und wieder die nämliche 
wie bei einem Kreispendel Ton unendlich kleiner- Amplitude. 

Es ist von Interesse zu bemerken, daß die hier gefundene Be- 
wegung vollkomaieD übereinstimmt mit derjenigen eines frei be- 
weglichen Massenpunktes, der sich in der ajy-Ebene unter dem 
Einfluß einer gewissen vom Anfangspunkt, ausgehenden Zeutral- 
ki'aft befindet. Denn eine solche Bewegung wird, wie wir in § 52 
sahen, bestimmt durch die beiden Gleichungen des Prinzips der 
Flächen und des Prinzips der lebendigen Kraft. Das erstere ist 
hier nach (253) erfüllt, aber auch das zweite ist als erfüllt an- 
zusehen, wenn wii- die Gleichung (252) mit Berücksichtigung von 
(262) schreiben: 

f + !^ = const, (269) 

und wenn wir andererseits bedenken, daß für die angenommene 
Zentralbewegung das Prinaip der lebendigen Kraft in der aus 
(5 51), (109) und (108) folgenden Form gilt: 



■j»M^+ f f{r) 
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■WO f(j) nacli Größe und Vorzeichen die anziehende Kraft be- 
deutet. Der Vergleich mit (269) ergibt: 

(270) A'-) = 7-'-, 

d. h. die Kraft ist eine anziehende und proportional der Entfernung 
von 0- Daß dieses Anziehungsgeseta zu den Bewegangsgleiehungen 
(■268) führt, und zwar nicht nur für unendlich kleine, sondern für 
beliebig große Schwingungen, läßt sich natürlich auch direkt ab- 
leiten. 

§ 74, "Wir wollen jetzt noch den Einfluß der Erddrehung 
auf die Schwingungen eines sphärischen Pendels untersachen. 
Hierfür bieten sich die Gleichungen (215), welche für einen aitf 
der Erdoberfläche unter der geographischen Breite ß aufgestellten 
Beobachter die Bewegningsgesetze eines materiellen Punktes m aas- 
spreehen, auf den außer seinem eigenen Gewichte noch eine Kraft 
mit den Komponenten X, Y, Z wirkt. Ist nun 8 die Spannung 
des Fadens, so ist: 

und die Bewegungsg'leichungen lauten: 

r Süden: mw = — Ä-y -i- Smoj'Sin;?, 

(271) Osten: mv = — 8-^—'i.mm{u&vaß-^wcasß), 
I Zenith: mw = — S'-^-j mg -y^mcovaosß ■ 

Diese Gleichungen zusammen mit (251) enthalten die voll- 
stäudige Lösung der Aufgabe. 

Fragen wir nun, ob die Prinzipien der lebendigen Kraft und 
der Flächen hier noch gelten. Zu dem Zwecke multiplizieren wir, 
wie in § 47, die Bewegungsgleichungen der Reihe nach mit ti, v, w, 
addieren und integi-ieren. Dann fallen, sowohl die Glieder mit S, 
als auch die Glieder mit m fort, die ersteren. weil die Gleichung 
(251) für alle Zeiten gilt, also auch nach t differentiiert werden 
darf, und es ergibt sich die Gültigkeit des Prinzips der lebendig'cn 
Kraft genau in der Form (252). 

Es bleibt noch das Prinzip der Flächen. Wir multiplizieren, 
wie in §50, die erste Bewegungsgleichung mit y, die zweite mit 
X. und subtrahieren; dann folgt: 

XV — i/ü^'-^m(xusiaß+ xwiioaß+ yvsinß). 
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Jetzt setzen wir wieder unendlich kleino Scliwüiguiigen vor- 
aus. Dann wird w gegen u and v unendlieh klein von der zweiten 
Größenordnung, und mit Weglassuitg des Gliedes mit w folgt durch 
Integration: 

rag = — «üj^sinfS + eonst. (272) 

Das Prinzip der Tläehen gilt also hier nicht. Indessen können 
wir durch eine einfache Suhstitution eine anschauliche Vorstellung 
"von der Bewegung gewinnen. Setzen wir nämlich: 

9>'=g, + cosin/3-if, (273) 

t (272) über in: 

' " = const , (274) 






d. h. das Prinzip der Flächen ist erfüllt für ein Koordinatensystem, 
welches sich uin die s- Achse, die Vertikale, mit der Winkelgeschwin- 
digkeit — rasin^ dreht. Denn für ein konstantes <p' ist: 

Beziehen wir also die Pendelschwingungen auf dieses sich 
drehende Kooi-dinatensystem, so zeigt sich, daß dann überhaupt 
ganz dieselben Gesetze gelten, wie die, weiche im § 73 für ein 
absolut ruhendes System abgeleitet warden. Um dies zu beweisen, 
ist mir noch der Nachweis der Gültigkeit des Prinzips der leben- 
digen Kraft auch für das sich drehende System erforderlich, Denn 
dieses zusammen mit dem Prinzip der Flächen bestimmt die Be- 
wegung auf der Kngelfläche eindeutig. Schreiben wir nun (269) 
in Polar koordinaten, mit Vernachlässigung von w^: 

und führen wir hier nach (273) (p' statt tp ein, so ergibt sieh: 
0' + ''(f l'-^"™"'-''»' + '■■(<»' Bin' |5 + f)-™st, 
eine Beziehung, welche, wenn man (274) berücksichtigt, genau die 
Form (275) hat, nur daß <p' statt qo steht and daß die Konstanten, 
etwas geändert sind. 

Wir können daher den Satz aussprechen, daß relativ zu der 
sich drehenden Erde die Pendelschwingungen von unendlich kleiner 
Amplitude genau ebenso erfolgen wie relativ zu der ruhenden^ 
Erde, also in einer Ellipse, nur daß die Achsen der Ellipse sieh 
mit der Winkelgeschwindigkeit —cosinj?, d. h. auf der nördlichen 
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Halbkugel (f5>0) in der EicMuiig Süden— Westen— Norden— Osten, 
auf der südlichen Halbkugel in umgekehrter Biehtung drehen. Am 
Äquator verschwindet das Phänomen ganz, " an den Polen erreicht 
es ein Maximum. 

Eine Bestätigung der Theorie gibt der bei'ühmte Foucault- 
sche Pendelverauch. 

§ TS. Wir wollen zum Schluß noch den Fall untersuchen, 
daß die vorgeschriebenen Bedingungen von der Zeit abhängig 
sind, d. h. daß der Aufpunkt gezwungen ist, auf einer Kurve oder 
Fläche zu bleiben, die sich in gegebener Weise bewegt. 

Dann enthalten die Gleichungen f^O und 9> = außer den 
Koordinaten x, y, z des Aufpunktes auch die 2eit t explizite. Die 
Behandlung der Aufgabe, bei gegebener treibender Kraft % die 
Bewegung 'des Aufpuaktes zu bestimmen, läßt sich nach genau 
' deilMbeH'&runiSsätzfen "ef^irichten, die im §65 zur Sprache ge- 
kommen sind, und fuhrt zu genau demselben Resultat, d. h. die 
Bewegung ist bestimmt durch die 3 Bewegangsgleiehungen (216), 
bzw. das d'Alembertsche Prinzip (217) in Verbindung mit den 
weiteren 3 GHeichungen, welche die vorgeschriebenen Bedingungen 
.ausdrücken, sowie den Satz, daß die Zwangskraft 3 rechtwinklig 
zur Kurve oder Fläche gerichtet ist. 

Dagegen verlieren die in den späteren §§ 66 und 67 abge- 
leiteten Sätze hier im allgemeinen ihre Gültigkeit. Insbesondere 
ist es nicht mehr richtig, daß die Zwangskraft 3 rechtwinklig zur 
Tangente der Bahnkurve des Aufpunktes gerichtet ist. Dean die 
BahnkuiTe hat- im allgemeinen eine andere Tangente als die vor- 
geschriebene Kurve oder Fläche. 

Dies wird am deutlichsten durch ein einfaches Beispiel. Der 
y Aufpunkt sei gezwungen, auf einer Ge- 

raden zu bleiben , die sich mit ge- 
gebener Winkelgeschwindigkeit in einer 
(horizontalen) Ebene di'eUt. Ot sei die 
Lage der Geraden zur Zeit i, Ot' die- 
jenige zur unendlich benachbarten Zeit t' 
(Fig. 17). Der Aufpunkt befinde sich zur 
■ Zeit i \^ A, zur Zeit t' in A! . Dann ist 
die Tangente der Bahnkurve AA! ^ dagegen 
die Tangente der vorgeschriebenen Km've AB, und diese beiden 
Eichtangen bilden im allgemeinen einen endliehen Winkel mitein- 
ander. Da nun die Zwangskraft .8 rechtwinklig z-a.AB wirkt, wird sie 
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im ailgemeineii mit AA' emen spitzen oder stumpfen Winkel biLden. 
Daraus folgt., daß die Arbeit der Zwangskraft nicht, wie ia § 67, 
Null ist, und auch, daß das Prinzip der lebendigen Kraft im all- 
gemeinen nicht erfüllt ist, auch wenn die ti'eibende Kraft ein 
Potential hat. 

Fühi-en wirdieEeehnung für das angenommene einfache Beispiel 
durch, unter der Annahme, daß die Wintelgeschwindigkeit co konstant 
ist,. und daß gar keine treibende Kraft wirkt. Der Mittelpunkt der 
Drehung sei der Koordinatenanfangspunkt, ihre Ebene die {x, y)- 
Ebene. Dann sind die Beweguagsgleichungen nach (216): 

mM = 3^ , mv=^Qy, (27&) 

die Gleichung der vorgeschriebenen Bedingung: 

y^^xtgiot), (277) 

und der Satz über die Richtung der Zwangskraft: 

^3. + y3^=0. (278) 

Hierdui'ch und' durch den Änfang'szustand ist die Bewegung 

bestimmt, Zunächst ergibt sich durch Elimination von ß,, und ^^. 

x-ü + y-v^O, (278a) 

und mit Einführung von Polarkoordinaten r und rp, nach (254), 

nnd Berücksichtigung von (277): 

r_a>2r = 0. (278 b) 

Diese Gleichung läßt sieh Glied für Glied integrieren, wenn 
man sie mit r multipliziert, und liefert dann: 

^ -3 1 •-■ » ■ ^ ' 

_ j-a — _ 0,3 ^a _ const. 

Nehmen wir an, daß im Anfangszustand r = a, und r = 0, so 
ergibt sich der Wert der Integrationskonstanten , und damit die 
Differentialgleichung : 

,,^ dr^ 

0, Yr^ — a^ ' 

aus deren Integration folgt: 

)- = |(e-' + e— 0- (-279) 

Der Äufpunkt wird also mit immer schneller wachsender Ge- 
schwindigkeit nach außen geschleudert, was sich auch leicht aus 
dem Umstand erklärt, daß, wie die Fig. 17 erkennen läßt, die 
Zwangskraft stets positive Arbeit leistet. Als Bahnkurve ergibt 
sich aus (279) und (277): 

r^-^{ey+e-9), (280) 

j Spii-ale, deren Form unabhängig ist von <o. 
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Es liegt ualie, die Frage aafzuwerfeii, wie es sich, da doch 
das mechanische Prinzip der lebendigen Kraft hier verletzt ist, 
mit dem universell gültigen Prinzip der Erhaltung der Energie 
(§ 49) in dem vorliegenden Ealie verhält. Das letztere Prinzip 
bewahrt natürlich auch hier seine Gültigkeit; in der Tat entstellt 
die lebendige Kraft des Aufpanktes keineswegs aus dem Nichts, 
sondern sie wird geliefert duroti die Arbeit derjenigea Kraftquelle, 
welche die Drehung der Geraden besorgt Denn nm die vorge- 
schriebene Bedingung, die konstante "Winkelgeschwindigkeit der 
Drehung, aufrecht zu erhalten, ist eine Kraft nötig, die von außen 
geliefert werden muß, und die um so größer wird, je weiter der 
Massenpunkt sich nach außen bewegt. Die Arbeit dieser Kraft 
ist nach dem Energieprinzip genau gleich der Zunahme der leben- 
digen Kraft des materiellen Aufpanktes. 

Allgemeiner können wir sagen, daß in jedem Falle, wo eine 
! Bedingung die 2eit t explizite enthält, die Aaf- 
' einer gewissen äußeren Arbeit nötig sein wird, um die- 
selbe aufrecbt zu erhalten, während die von der Zeit unabhängigen 
Bedingungen zu ihrer Eealisiening keiner äußeren Arbeitsleistung 
bedürfen, entsprechend dem Umstand, daß die Arbeit der Zwangs- 
kraft bei ihnen stets Null ist (§ 67). 
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Zweiter Teil. 

Mechanik eines Systems materieller Punkte. 

§ 76. In der Natur babezi wir es Licht mit materielleu 
Punkten, sondern mit materiellen Körpern von endlicher Ausdeh- 
nung' zu tun. Wir können aber jeden Körper als zusammengesetzt 
ansehen aus sehr vielen materiellen Punkten, und die Verschieden- 
heiten in den mechanischen Eigenschaften der Körper darauf zuröck- 
füliren, daß ihre einzelnen Punkte mit verschiedenen Kräften auf- 
einander wirken. Dann ist auch die Frage nach den Bewegungs- 
gesetzen materieller Körper zurückgeführt auf die Mechanik mate- 
rieller Punktsysteme. 

Von diesem Standpunkt aus betrachtet gibt es in der Natur 
überhaupt keine anderen mechanischen Kräfte als solche zwischen 
materiellen Punkten. Jeder materielle Punkt bewegt sich gemäß 
der Besultierenden der Kräfte, die von allen übrigen Punkten des 
Universums auf ihn aasgeübt werden. Wenn einmal von einer 
Kraft die Eede ist, die ein ganzer Körper ausübt oder erleidet, 
so ist das nicht wörtlich, sondern nur als eine abkürzende Aus- 
drucksweise zu verstehen. In Wirklichkeit sind nur die einzelnen 
Punkte des Körpers einerseits Ursprung, andererseits Angi-iffsstelle 
von Krä.ften. Denn eine jede Kraft wirkt von einem bestimmten ma- 
teriellen Punkt A auf einen zweiten bestimmten materiellen Punkt B. 

Daher lassen sich alle Kräfte der Natur paarweise einander 
zuordnen, insofern jeder einzelnen Kraft diejenige entspricht, 
welche von dem zweiten Punkte B auf den ersten Punkt A aus- 
geübt wird, und je zwei solche sich entsprechenden Kräfte sind 
nach dem Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion (§ 29) 
einander an Größe gleich, an Richtung entg-egengesetzt. 

Erstes Kapitel. Statik eines starren Köi-pers. 

§ 77. Wir wollen uns zuuächst speziell mit der Mechanik 
ruhender Punktsysteme, d. h. mit der Statik, beschäftigen, und 
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zwar wählen wir zur Betrachtung zuerst ein solches System aus, 
dessen Punkte vermöge der zwischen ihnen wirkenden Kräfte stets 
konstante Entfernungen behalten, und das daher als „atarrei-" 
Körper bezeichnet wird. Ein starrer Körper ist in allen seinen 
Teilen von absohit unTeränderlicher' Gestalt, als Ganzes aber kann 
er durch die kleinste Kraft in Bewegung gesetzt werden. Voll- 
kommen starre Körper kommen iji der Natur nicht vor, aber an- 
nähernd werden sie verwii-klicht durch die dem festen Aggregat- 
zustand angehörenden Körper. Doch nicht auf diesem Umstand 
allein beruht die Wichtigkeit der starren Körper f ih- die Theorie, son- 
dern vielmehr darauf, daß die Mechanik beliebiger Punktsysteme sich 
zurfickfahren läßt auf die Mechanik starrer Körper (vgl. unten §130). 

Die Aufgabe, deren Behandlung dieses Kapitel gewidmet sein 
soll, ist die folgende. Gegeben sei ein ruhender staiTei- Köi-per 
von beliebigen Dimensionen, an welchem in bestimmten gegebenen 
Punkten, den „Angriifspunkten", Kräfte von gegebener Größe und 
Richtung wirken. Gefragt ist nach dei* Bedingung, unter der sich 
die Kräfte im Gieiehgewicht halten, oder, wenn diese Bedingung 
nicht a-füllt ist, welche Kraft oder welche Kräfte man noch dazu 
anbringen muß, um das Gleichgewicht herzustellen. 

Wir lösen die Aufgabe, indem wir die gegebenen Kräfte auf 
eine möglichst einfache Form reduzieren, und gehen dabei von 
spezielleren Fällen zu dem allgemeinen Fall über. Der einfachste 
Fall ist der, daß nur zwei Kräfte voi'handen sind. Damit zwei 
Kräfte sich an einem staiTen Körper das Gleichgewicht halten, 
ist offenbar notwendig, daß sie an Größe einander gleich, an Rich- 
tung entgegengesetzt sind. Aber dies genügt noch nicht. Es ist 
vielmehr zum Gleichgewicht außerdem noch erforderlich, daß die 
Verbindungslinie der Angriffspunkte AB (Fig. 18) init der Richtung 
der Kräfte zusammenfällt. Denn würde z. B. die zweite Kraft 
statt in B in B' angreifen, -so wüi-de kein Gieiehgewicht bestehen, 
sondern es würde eine drehende Bewegung eintreten. 

Die genannte Bedingung hinsichtlich der Richtung von AB 
genügt iß der Tat, fltt- das Gleichgewicht. Auf die Länge der 
Strecke AB oder auf die Form des Körpers kommt es dabei gai- 
nicht an. Letzteres erkennt man leicht, wenn man sich zunächst 
den Körper vollkommen symmetrisch vaa die Verbindungslinie AB 
und auch symmetrisch zu der Halbierungsebene der Strecke AB 
angeordnet denkt (s. Fig.). Daß dann Gleichgewicht besteht, wird 
niemand bezweifeln. Dieses Gleichgewicht kann aber unmöglich 
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gestört werden, wenn der Körper durcli Anlag'erung beliebig 
Massoll, auf die gai- keine Kräfte wirken, vergrößert wird. 

Aus dem entwickelten Satze folgt sogleich, daß die physib 
lische Bedeutung einer Kraft, die au einem stai-rea Körper an- 
greift, in keiner Weise geändert wird, wenn man ihren Angriffs- 
punkt in der Eichtung der Kraft um eine beliebige Strecke Ter- 
schiebt Denn man kann jedeufalls, ohne ii^endeine Störung 
hervorzurufen, in, einem auf der Geraden AB gelegenen beliebigen 
Punkt des Körpers zwei gleiche und entgegengesetzte Kräfte F 
anbringen (Fig. 18). Da nun die in C nach rechts wirkende und 
die- in A nach links wirkende Kraft sich im Gleichgewicht halten, 
so kiiiiii man diese beiden Kräfte gleichzeitig' weglassen, und be- 




liält so statt der in A nach links wii'kenden Kraft die in C nach 
links wirkende Kraft übrig. Nach einer anderen Eichtung als 
nach der der Kraft (oder der entgegengesetzten Eichtung) darf 
man abei' den Angriffspunkt einer Kraft nicht verschieben, ohne 
flie physikalische Bedeutung der Kraft zu ändern. Man ersieht 
daraus, daß außer der Größe und der Richtung auch der Angriffs- 
punkt einer Kraft eine gewisse charakteristische EoUe spielt und 
daher stets besonders gegeben sein muß, wenn die Kraft als voll- 
ständig bekannt angenommen werden soll. 

Selbstverständlich ist die Verschiebung des Angriffspunktes 
einer Kraft ohne weiteres nur innerhalb des Körpers gestattet. 
Man kann aber die Verschiebung auch über die Körpergrenze 
hinaus erstrecken, wenn man nur dafür sorgt, daß der Angriffs- 
])iuikt der Kraft mit dem Körper starr verbunden bleibt. 

§ 18. "Wirken an einem starren Körper mehrere Kräfte, dei'en 
Eichtungen sich alle in einem Punkt sehneiden, so ist es leicht, 
sie zu einer resuStierenden Kraft zu vereinigen, dadurch nämlich, 
daß man zunächst die Angriffspunkte an den, gemeinsamen Schnitt- 
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punkt verlegt, deH man sich, falls er außerhalb des Körpers liegen 
sollte, mit demselben starr verbimdeji denken muß, und hierauf 
die an diesem einzigen Punkt wirkenden Kräfte nach § 24 zu einer 
Resultierenden F zusammenfaßt, deren Angriffspunkt nun wieder 
in der Eichtung von F beliebig verlegt werden kann. 

Betrachten wir als Beispiel die Anziehung, welche eine starre 
homogene Kugel nach dorn Newtonschen Gravitationagesetz durch 
einen außerhalb derselben gelegenen materiellen Punkt P erfährt. 
Diese Anziehung ist die Eesultierende aus den Kräften, welche 
der Punkt P auf alle Massenelemente der Kugel ausübt, und deren 
Richtungen alle durch P gehen. Man verlege daher zunächst alle 
diese Kräfte nach P und setze sie dort zu einer Resultierenden F 
zusammen. Das macht sich sehr einfach, wenn man bedenkt, daß 
die Anziehungskraft von P auf ein Massenelement der Kugel gleich 
und eEtgegongesetzt ist der Anziehung des Massenelements auf P; 
.nacü § 33 ist daher -F gleich und entgegengesetzt der Kraft, welche 
die im Kugelmittelpunkt vereinigt gedachte Masse der Kugel auf 
den Punkt P ausübt. Jetzt können wir den Angriffspunkt von F 
wieder von P in die Kugel hinein verlegen, z. B. in den Mittel- 
punkt derselben, und erhalten so den Satz, daß die Anziehung, 
die eine starre homogene Kugel von einem materiellen Punkt er- 
fährt, ebenso groß ist, als ob ihre Masse in ihrem Mittelpunkt 
vereinigt wäre. 

Dieser einfache Satz gilt aber nur für eine starre Kugel, nicht 
etwa auch für eine flüssige Kugel. Denn bei einer solchen wäre 
der oben ausgeführte Gedankengang, der mit der nur für starre 
Körper gültigen Verlegung der Angriffspunkte der einzelnen Kräfte 
operiei-t, nicht gestattet. Es ist eben ein wesentlicher Unterschied 
zwischen den Kräften, die ein Körper ausübt, und den Kräften, 
die ein Körper erleidet. Die ersteren, falls sie auf einen be- 
stimmten Punkt wirken, lassen sich ohne weiteres zu einer Eesul- 
tierenden zusammensetzen, einerlei wie der Körper beschaffen ist, 
die letzteren nur dann, wenn der Körper starr ist. 

In der Tat läßt sich die Anziehung, die eine flüssige Kugel 
durch die Gravitation erleidet, überhaupt nicht in eine einzige 
Kraft zusammenfassen, die Kugel wird sich vielmehr deformieren 
(Ebbe und Flut). 

Wenn die an dem starren Körper wirkenden Kräfte alle in 
einer Ebene liegen, so lassen sie sich im allgemeinen ebenfalls zu 
einer einzigen Kesultierendea vereinigen, dadurch, daß man zü- 
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nächst irgend zwei derselben herausgreift, in ihrem Schnittpiinkt 
die Eesultaiite bildet, und das Verfahren sehrittweise weiter fort- 
.setzt. Eine Ausnahme bildet der Fall paralleler Kräfte, den wir 
daher besonders behandeln müssen. 

Wenn unter einer Anzahl YOn Kräften sieh auch nur zwei 
befinden, deren Eichtungen nicht in einer Ebene liegen, so wird 
das hier geschilderte Verfahren der Zusammensetzung der Kräfte 
illusorisch, weil die Kräfte nicht an einen gemeinsamen Angriffs- 
punkt verlegt werden können. Für die Erledigung dieses allge- 
meinsten Falles ist daher eine Erweiterung der Theorie notwendig. 
Zunächst betrachten wir den einfachen Fall paralleler Kräfte. 

§ 79. Parallele Kräfte. Wir machen die durch die An- 
griffspunkte Ä und -B und durch die Eichfung der beiden gegebenen, 
in gleichem Sinne wirkenden Kräfte I"-, und ^3 bestimmte Ebene 
zur Zeiehnungsebene (Fig. 19). Da die Richtungen von Fi und F^ 
sich nicht sehneiden, so führen wir zwei einander gleiche und ent- 
gegengesetzte Zusatzkräfte K ein, die in A und B in der Eichtung 
AB angreifen und sich gegenseitig neutralisieren. Dann vereinigt 
wich in A die Kraft F, mit K zu 0,, in B die Kraft F~ mit K zu 




G2, und nunmehr läßt sich die Eesultierende aus G^ und G2 leicht 
konstruieren, indem man die Angriffspunkte A und B in den 
Schnittpunkt C verlegt (s. Fig.). Die Zusammensetzung von 6^ 
und Ca geschieht am einfachsten dadui'ch, daß man zunächst so- 
wohl G'i als auch Gg wieder in ihre Komponenten F^ und K, bzw. 
Fj, und K zarlegt, was einfach auf eine Verschiebuag der Kräfte- 
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Parallelogramme von A and B nach hinauskommt. Dann heben 
sich die beiden Kräfte K wieder auf, und es resultiert die Kraft': 
(281) F=^F,+F^, 

die den Kräften i'\ und F^ parallel ist und in C angreift, oder 
auch in irgendeinem anderen Punkte ihrer Eichtang;, z. B. in dem 
Schnittpunkt S mit der Geraden AB. Dieser Punkt H ist dadurch 
vor allen anderen Punkten der Geraden CS ausgezeichnet, daß 
seine Lage nur von den Größen und den Ängrift'spnnkten der 
Kräfte F^ und ^^1 nicht aber von deren Richtung abhängt. 

Dies ergibt sich, wenn man bedenkt, daß das von den Kräften 
F^, K, (?, gebildete Dreieck (das halbe Kräfteparallelogramm) ähn- 
lich ist dem Dreieck ACH, und daher: 

AH:HC^K:F^, 



BH:HÜ = K:F^, 
folglich : 

(281a) F,-AH^F^-BH, 

oder: 
(-282) . Aff=jrJ^'AS. 

Dreht man also die parallelen Kräfte F-^ und F^ bei unver- 
änderter Größe um ihre Angriffspunkte A und B, so dreht sich 
die Resultierende -F ebenfalls bei unveränderter Größe um ihren 
Angriffspunkt iT. 

Für F^ = (i fällt H raii. A zusammen, für Fe = F^ liegt H in 
der Mitte von A und B, wie natürlich; immer aber liegt H zwischen 
A und B. 

Für den Übergang zu einer beliebigen Anzahl von parallelen 
Kräften wollen wir die analytische Behandlung einführen. Seien 
^u Vit ^1 "iie Koordinaten von A, x^, y^, Sa die von B, so ist die 
Gleichung der Geraden AB: 

^-'^ ^ ff — Vi = ^ — i 'i 
^i — x\ Vi-y^ % — »^r 
Dann sind die Koordinaten x^,, y^, 2^ des Punktes H dadurch 
bestimmt, daß sie erstens die vorstehende Gleichung und zweitens 
die Gleichung (282) befriedigen, also: 

^s— i^i y-i—y-i %-% AB h+^V 
Daraus folgt, mit Rücksicht auf (281): 
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V,{F, + F,)=y,F^y,F,-^y^F^, (283) 

z^{F^^F,)^z^F=z,F^^z.,F^, \ 

l1. li. das Produkt der resiiltia-enden Kraft F in eine Koordinate 
i}ires Angriffspunktes ist gleich der Summe der Produkte der Kom- 
poiieuteu in die entsprechende Koordinate ihres Angriffspunktes. 

Dieses Resultat läßt sich leicht auf eine beliebige Anzahl 
paralleler Ki-ätte verallgemeinere. 

Haben wir z. B. drei Ki'äfte ^"1, F^, F^, so denken wir uns 
zunächst Fi und F^ zu einer Eesultierenden F' vereinigt, deren 
Größe F-i + F^ ist und deren Angriffspunkt x^^, yä, sä durch (283) 
gegeben wird. 

Dann ist die gesuchte Kraft F die Resultierende aus F' und 
-F3, ihre Größe daher nach (281): 

F^F' + F^'^F^ + i^a + _F3, 
und ihr Angriffspunkt nach (283) dadurch bestimmt, daß das Pro- 
dukt Xf^F gleich ist der Summe von x^F^ und xäF'. 

Letzteres Produkt ist aher wiederum nach (283) gleich: 

folglich : 

XqF^ Xi_Fi + x^F^ + x^F^ , 
und ebenso für die Koordinaten y und s. 

So ergibt sich schließlich für eine beliebige Anzahl von paral- 
lelen, in gleichem Sinne wirkenden Kräften Fi, F^, F^, mit 

den Angriffspunkten Xj, y^, z^, x^, ?/a, z^, ■ • ■ für die Größe der 
resultierenden Kraft: 

F^SF-^, (28-1) 

lüul flu- den Ort des Angriffspunktes x^, y^, s^: 

x^F=2x^Fy, y^F^Sy-iFi, ■ 2^F=^:^ZiF-^, (285) 

wobei der Angriffspunkt in der Richtung von ii^noch beliebig ver- 
schoben wei-den kann. 

§ 80. Anwendung auf die Schwere. Als eine besonders 
wichtige Anwendung der gefundenen Sätze behandeln- wir jetzt 
^ie Frage nach der Eesultierenden aller Kräfte, welche die Erde 
nach dem Gravitationsgesetz auf einen starren Körper ausübt. 
Auf ein Massenelement mj des Körpers wirkt die Erde mit der 
Kraft m^g in der Riehtang nach dem Erdmittelpunkt (§ 34). So- 
lange die Dimensionen des Körpers verschwindend klein sind gegen 
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weine Entfernung vom Erdmittelpiuikt, können die Anzieliungs- 
kräfte auf alle einzelnen Massenelemente m^, m^- ■ ■ ■ des Körpers 
als parallel betrachtet ■werden und vereinigen sich zu eiaer ein- 
zigen gleichgerichteten Resultierenden F, deren Größe nach (284) 
gegeben ist durch: 

(286) F=^g-2:m,, 

die iß dem Punkt iCf,, j/q, ^^ angreift, wenn nach (28ö): 
(2S7J x^^m^^^ZniiX^, — . 

Der durch diese Gleichungen bestimmte Punkt x^, y^, z,, heißt 
der Schwerpunift des Körpers. Seine Lage hängt nicht von der 
Richtung der Schwerkraft ab und auch nicht von der Größe dei- 
Schwerebeschleunigungfir, sondern nur von der Lagerung der Massen- 
elemente im Körper. Daher besitzt er eine viel allgemeinere Be- 
deutung als die, Angriffspunkt dei- resultierenden Schwerkraft zu 
sein, und wUrde korrekter Massenmittelpunkt genannt werden. 

Es erweist sich häufig als zweckmäßig, auch dann von dem 
Schwerpunkt von Massenelementen zu sprechen, wenn dieselben 
gar nicht staiT miteinander verbunden sind, z. B. von dem Schwer- 
punkt eines Systems frei bew^licher materieller Punkte mit den 
Massen »Wi,»'Ja, — , indem man sich diesen Schwerpunkt in jedem 
Augenblick durch die Gleichungen (287) deliniei-t denkt. Dann 
fällt aatürlich die Bedeutung des Schwerpunktes als dos AngTÜfsr 
Punktes der resultierenden Schwerkraft ganz fort 

Handelt es sich dai'um, den Schwerpunkt eines Systems von 
Körpern zu finden, so ist es häufig zweckmäßig, in (287) die Sum- 
mation nicht direkt über alle Massenelemeute aller Körper zu er- 
strecken, sondern zunächst für jeden Körper eipzeln den Schwer- 
punkt zu bestimmen, hierauf in diesem Schwerpunkt die Masse 
des Körpers sich vereinigt zu denken, und dann aus den so er- 
haltenen Massenpunkten wiederum den Schwerpunkt zu bilden. 

Daß dieses Verfahren stets zu dem richtigen Resultat führt, 
erkennt mau am einfachsten, wenn man sich alle Körper starr 
verbunden und schwer denkt Denn die resultierende Schwerkraft 
des ganzen staiTen Systems wird jedenfalls richtig herauskommen, 
wenn man zunächst die resultierende Schwerkraft für jeden Körper 
einzeln bildet und die so entstandenen Kräfte wieder zu einer 
einzigen Eesultierenden vereinigt 

Wenn die Masse eines Körpers stetig im Raum angeordnet 
ist, so enthält das Volumenelement dV die Masse hdV (§33), wo 
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die Dichtigkeit h von den Koordinaten x, y, z abhängen kann, und 
die Summen rerwandeln sich in Integi-ale. Dann ergibt sich aus 
(287) für die Lage des Schwerpunktes: 



-.^ ßdV== fkc 



Ist speziell der Körper homogen, also k konstant, so fällt k 
ganz heraus, und es folgt; 



.,JäV-J 



xdV,--- 



In diesem Sinne spricht man auch von dem Schwerpunkt eines 
Volumens, und ebenso Ton dem Schwerpunkt einer Fläche oder 
einer Linie, indem man sich das betreffende geometrische Gebilde 
homogen mit Masse belegt denkt, deren Dichte dann jedesmal 
herausfällt. 

Berechnen wir als Beispiel die Lage des Schwerpunktes für 
die Fläche eines Kreissektors vom Radius r und Öffnungswinkel «. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt in den Kreismittel- 
punkt, die x-Achse in die Halbierungsrichtung des Winkels a. 
Dana ergibt sich leicht nach dem Muster von (289), mit p and f/; 
als Polarkoordinaten: 

Xa I I pdQdrp=^ I I Qi^osrp-QdQdtp 
und 

?/o / 1 Qd()d(p= j I i)siücped(>dq) 

mit den Grenzen und »"rar o, und ^-^Hud +-^ für a>. 
Daraus : 

Xfl = ^%in -|- ■ r , ?/o =- f ■ (29tl) 

Für (( = 2jr haben wir die volle Kreisfläche; dann wird «n^O. 
Für ß = aljer wird Xo = -jr, entsprechend dem Schwei-punkt 
einer unendlich schmalen Dreiecksfläehe, deren Grundlinie von der 
Spitze um die Strecke r entfernt ist. 

Von dem Schwerpunkt einer Dreiecksfläehe wohl zu unter- 
scheiden ist der Schwerpunkt des Dreiecksurafangs, den man am 
einfachsten nach dem oben entwickelten Satz dadurch findet, daß 
man zuerst für die einzelnen Seiten die Schwerpunkte nimmt (die 

Flauen, Allgemeine Mecbanili. S, Au8. 8 
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Mittelpunkte der Seiten), and jeden dieser Paukte sicli mit der 
Ma^e der Seite {gemessen dureli ihre Länge) bel^ denkt, 

§ 81. Äntiparallele Kräfte. Betrachten wir nun zwei iu 
den Paukten A und £ angreifende Kräfte F^ und F^, die in ge- 
rade entgegengesetztem Sinne wirken und daher a]itiparaUeI ge- 
nannt -werden. Es sei Fi>F^ (Fig. 20). 

Dann ergibt sich die resultierende Kraft am einfachsten 
folgendermaßen. Wir zerlegen die größere Kraft Fi_ iu zwei paral- 
lele gleichsinnige Kräfte, von deaeu die eine in B angreift und 
gleich und entgegengesetzt F2 ist, währead die andere, F, in einem 
Punkte II auf der anderen Seite von A angreift. Dies ist immer 
möglieh, wenn wir nur dafür sor- 
gen, daß Fl die Eesultante ist aus 
diesen beiden Kräften, d. h. daß 
nach (281): 

/r / / (291) F, = F+F^ 

L J und nach (281a): 

/ (292) ■■ :F-H.A^FrBA. 

^ Suii -" substituieren wir statt 

der Kraft i'\ deren beide Kompo- 
nenten B' und F^. Dann heben sich die beiden Kräfte F^ in B 
auf, und es bleibt allein als Eesultierende übrig die Kraft F, 
deren Größe nach (291) gegeben ist durch: 

(293) F=F^~F^, 

deren Richtung mit der der größeren Kraft i^i übereinstimmt, und 
deren Angrifi'spunkt H außerhalb der Strecke AB auf der Seite 
der größeren Kraft Fi liegt, und zwar nach (292) in der Ent- 
fernung: 

(294) AII^AB-^'^^ 
von deren Angriffspunkt Ä. 

Die Gleichungen (293) und (291) können aach als Verallge- 
meinerungen der für parallele Ki-äfte abgeleiteten Gleichungen 
(28l_) und (282) angesehen werden, da sie aas diesen hervorgehen, 
wenn F^ negativ genommen Wird. Dann weist zugleich der nega- 
tive Wert von A H darauf hin, daß H auf der dem Punkt B ab- 
gewandten Seite von A liegt. 

Je mehi- sieh die Größe von F^ der von F-^ nähert, um so 
weiter rückt .ff hinaus, und wenn F^=Fi ist, wird das zur Be- 
stimmung der resultierenden Kraft eingeschlagene Verfahren illu- 
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soriscli. Zwei gleiche aiitiparallele Kräfte lassen sich überhaupt 
nicht zu eiaer einzigen resultierenden Kraft yereinigen, sie bilden 
einen besonderen Krafttypus und werden als Kräftepaar bezeichnet. 

Haben wir eine beliebig große Anzahl von parallelen und 
antiparallelen Kräften an einem starren Körper, so lassen sich 
dieselben im allgemeinen zu einer einzigen resultierenden Kraft 
vereinigen. Eine einfache Betrachtung auf Grund des für zwei 
antiparalleie Kräfte erhaltenen Resultats zeigt nämlich, daß die 
Formeln (284) und (285) für die Resultierende eines Systems paral- 
leler Kräfte auch dann anwendbar bleiben, wenn die Kräfte zum 
Teil in entgegengesetztem Sinne wirken. Man braucht nur diese 
letzteren Kräfte mit entgegengesetzten Vorzeichen in die Q-lei- 
ehungen einzuführen. Dann ergibt das Vorzeichen der algebra- 
ischen Summe aller Kräfte ^Fi außer der Größe auch die Rich- 
tung der Resultierenden. 

Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, daß .r^i = 0. Dann 
verlieren nämlich die zur Bestimmung des Angriffspunktes iCo, y^, z^, 
der Resultierenden dienenden Gleichungen (285) ihren Sinn, und 
das ganze Kräft( System reduziert sich entweder auf ein Kräftepaar, 
oder es hält sieh im Gleichgewicht 

Wann das eine und wann das andere eintritt, lehrt folgende 
Betrachtung. Wir fassen zunächst alle Kräfte, die nach dei' einen 
Seite wirken: F-^, F^, Fn\--- za ihrer Resultierenden F' zusammen, 
sodann die nach der entgegengesetzten Seite wirkenden: F", F^'\ 
Fi ■■■ (positiv genommen) zu ihrer Resultierenden F". 

Dann ist nach der Voraussetzung: 

2Ft'^:SF". (295) 

Ferner: 

x,'2:F,'^^x,'F,',.... I 

und; Xo2F^'=:Sx"F ",■■■■. \ ^^'^■ 

Nun untersuchen wii', ob die Verbindungslinie der Angriffs- 
punkte der beiden gleichen antiparallelen Resultierenden i^ und 
F" mit deren Richtnng zusammenfällt oder nicht. 

Im ersten Fall haben wir Gleichgewicht, im zweiten Fall 
haben wir- ein Kräftepaai". Der erste Fall erfordert die Bedingung: 

(a^o" — x^) : {yä' — yÖ) : (sq' — Sq) = cos « : cos ß-.cosy, 
wenn «, ß, y die Richtungswinkel der Kräfte sind. 

Substituiert man hierin die Werte (296), so erhält man, unter 
Berücksichtigung von (295) und mit Einführung der Bezeichnung F 
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(positiv oder negativ) für die Größe und Richtung einer Kraft, als 
notwendige und Mnreiclieiide Bedingung für das Gleichgewicht 
eines Systems paralleler und antiparalleler Kräfte: 

Sind z. B. die Kräfte parallel oder antiparallel der s-Achse, 
so ist ß = -ö-, (5^-f-, >' = 0, und die Grleichgewichtsbedingnngen 
werden : 

Auf die 3-Koordinaton dei- AngriffspAnkte kommt es dabei 
überhaupt nicht an, wie natürlich, da eine jede Kraft in der Rich- 
tung der s--Ach8e beliebig verschoben werden kann. 

§ 82. Kräftepaare. Beschäftigen wir uns jetzt näher mit 
den Kräftepaaren. Wir machen die .Ebene eines ans den beiden 
antipai-aUelen Kräften F bestehenden Kräftepaares zur Zeichnnngs- 
ebene und verschieben den Angriffspunkt der einen Kraft F in 
ihrer Richtung so weit, daß die Verbindungslinie der beiden An- 
griffspunkte AB senkrecht steht auf F. Dann heißt AB der Arm 



Zunächst ist leicht zu sehen, daß ein Kräftepaar, olme daß 
seine physikalische Bedeutung geändert wird, in der Eichtung einer 
der Kräfte beliebig weit verschoben werden kann, z. B. nach ^B' 
(Fig. 21). Denn was nach § 77 für jede Kraft einzeln gestattet 
ist, muß auch für beide Kräfte zusammen gelten. 

I ■ Ein einigermaßen naheliegendes 

r Bedenken gegen diesen Satz, sowie 

I \^ dessen Widerlegung, möge in die 

f 1 Form einer kleinen Zwiesprache ge- 

T I kleidet werden. 

i ^ ,iWie können die Kräftepaare 

I C AB und A'B' äquivalent sein, da 

doch eine Drehung des Körpers um 

'B' die Mitte von AB nicht dasselbe 

I ist wie eine Drehung des Körpers 

* j,j gj um die Mitte von A'B'T' 

Gewiß sind die beiden ge- 
nannten Drehungen nicht identisch. Aber es ist nicht gesagt und 
auch gai' nicht richtig, daß ein Kräftepaar eine Drehnag des 
KBi-pefs um den Mittelpunkt seines Ai-mes bewirkt 
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„Äljer nach § 76 bewegt sicli doch jeder Punkt gemäß der 
Kraft, die auf ihn wirkt. Folglieh bewegen sicli, weun das Kräfte- 
paar iu A uud B angreift, die Punkte A und B, die ja ursprüng- 
lich ruhen, in der EiehtuHg ihrer Kräfte ^jF, und da die Kräfte, 
gleich sind, so ist diese Bewegung eine Drehung um den Mittel- 
punkt YOn -4.-S." 

Nach § 76 bewegt sich jeder Punkt gemäß der Eesultierendeu 
der Kräfte, die von allen übrigen Punkten des Universums auf 
ihn ausgeübt werden. 

Nun haben wir hier nicht zwei isolierte Punkte A und B,. 
sondern einen starren Körper, dem die Punkte A und B angehören. 
"Dieselben stehen also unter dem Einfluß der Kräfte, die von deu 
anderen Punkten des Körpers», namentlich den unmittelbar benach- 
barten, auf sie ausgeübt werden, und die den Körper zu einem 
starren machen. Diese inneren Kräfte müssen auch berücksichtigt 
werden, wenn es sich am die Bewegung der Punkt« A und B 
handelt, und nicht niu- die Kräfte F-. 

„Aber die inneren Kräfte des Körpers können doch unmöglich 
den Körper in Bewegung setzen, sie halten sich also im Gleich- 
gewicht und können daher weggelassen werden," 

Wohl halten sich die inneren Kräfte eines starren Körpers im 
Gleichgewicht, wenn man sie alle zu einer Resultierenden zusammen- 
faßt. Das folgt nach § 76 aus dem Priiizip der Gleichheit von Wir- 
kung und Gegenwirkung. Aber hier handelt es sich nicht um die 
Resultierende aller inneren Kräfte des Körpers, sondern um die 
Resultierende derjenigen inneren Kräfte, welche auf den Punkt A 
(oder auf den Punkt B) wirken. 

Daß diese sich durchaus nicht immer im Gleichgewicht halten^ 
ersieht man am leichtesten aus dei- Betrachtung irgendeines be- 
liebigen anderen Punktes C des Körpers (Fig. 21). 

Wenn der Körper durch das Kräftepaar in Bewegung gesetzt 
wird, so wird doch auch der Punkt C anfangen sich zu bewegen. 
Welche Kraft setzt ihn in Bewegung? Doch nur die Resultierende 
aus den inneren Kräften, die auf ihn wirken; denn das sind die 
einzigen, denen er ausgesetzt ist. So gut also die inneren Kräfte 
auf C mit einer endlichen Besultiei-enden wirken, so gut werden 
sie es im allgemeinen auch in A und 5 tun, und aus dieser Resul- 
tierender, imd F bestimmt sich trst die Bewegung von A und B. 
Es bleibt also dabei, daß ein Kräftepaar den Körper nicht um 
den Mittelpunkt seines Äi-mes zu drehen braucht, und daß das 
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Bedenken hinsiehtlieh der vollen Äquivalenz der Kräftepaai'e AB 
und A'B' unbegründet ist 

„Wie bewegt sich aber denn nun ia Wirklichkeit der Köi-per 
unter dem Einfluß eines Kräftepaares, wenn er sieh nicht um den 
Mittelpunkt des Armes dreht?" 

Diese Frage kann an dieser Stelle noch niclit behandelt werden. 
Sie wird aber weiter unten (§ 149) ihre vollständige und eindeutige 
Beantwortung finden. — 

Ein Ki-äftepaar läßt sich aber auch in der Eichtang seines 
Armes AB beliebig verschieben, ohne daß seine Bedeutung ge- 
ändert wird. 

Bringen wir nämlich in den auf der Geraden AB gelegenea 
Punkten A' nnd S', wobei A'B'=^AB, je zwei den ursprünglichen 
gleiche ond entg^engesetzte 'Kräfte F an, so stören diese das 
Kräftesystem nicht, weil sie sich paarweise aufheben (Fig. 22). Nun 
vereinigt sich die Kraft F in Ä 
mit der ihr parallelen Kraft F in 
B' KU einer parallelen Resultieren- 
den 2F, die im Mittelpunkt von 
AB' angreift. Ebenso vereinigen 
sich die entgegengesetzt parallelen 
Kräfte in B und A' zu der ihnen 
parallelen ßesultierenden 2F, die im Mittelpankt von BA', d. h. 
auch in 0, angreift. Diese beiden Resultierenden heben sich also 
auf, und es bleibt allein übrig das Kräftepaar in A'B", welches 
nichts anderes ist als das verschobene ursprüngliche Kräftepaar. 
Ferner läßt sich auch der Arm des Kräftepaares in der Ebene 
des Kräftepaares, d. h. in der Zeichcungaebene, beliebig um seinen 
Mittelpunkt drehen. Um dies zu zeigen, denken wir uns an dem 
um einen beliebigen Winkel gedrehten Arm A'B' wiederum je 
zwei gleiche' und entgegengesetzte Kräfte F senkrecht zu A'B' an- 
gebracht, welche das Kräftesystem nicht stören (Fig. 23), und ver- 
einigen einerseits die ursprüngliche Kraft in A mit der auf sie zu 
gerichteten Kraft in A', andererseits die ursprüngliche Kraft in B 
mit der anf sie zu gerichteten Kraft in B' zu je einer Eesultieren- 
den, indem wir die beiden Komponenten jedesmal an ihren Schnitt- 
punkt verlegen (s. Fig.). 

Wegen der Gleicheit der Kräfte fallen die Resultierenden in 
die Richtung der Halbierungslinie des Winkels der beiden Arme, 
.nnd da sie einander entgegengesetzt gleich sind, heben sie sieh 
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;uif. Es bleibt also allein übrig das ursprüngliche Kräftepaai', 
nnr mit gedrehtem Arm. Dreht man den Arm nm den Winkel ^, 
so erhält man wieder das alte Kräftepaar. 

Somit erhellt, daß man durch sukzessive Paralielverschiebang 
und Drehung das Kräftepaar an jede beliebige Stelle seiner Ebene 
bringen kann, ohne daK seine physikalische Bedeutung: geändert 
wird. 

Aber man kann noch weiter gehen. Das Kräftepaar läßt sich 
auch in jede andere parallele Ebene verlegen. Um dies zu zeigen, 
denken wir uns die Ebene des Kräftepaares horizontal (Fig. 24) 
in perspektivischer Zeichnung, die Kraft F m A nach vorn, die 
in B nacli hinten. Sodann bringen wir in den gerade vertikal in 





gleicher Höhe über J. und B gelegenen Punkten A' und B' wiederum 
je zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Kräfte i^* an, die keine 
Störung hervorrufen. 

Nun liefert die Kraft in A nach vorn mit der ihr parallelen 
in B' nach vorn eine Eesnltierende 2J'', die gleich und entgegen- 
gesetzt ist der Resultierenden der Kräfte in B nach hinten und 
in A' nach hinten, und die auch an .dem nämUchen Punkt angreift; 
denn der Mittelpunkt der Strecke AB' ist auch dei- Mittelpunkt 
der Strecke BA!. Folglich bleibt schließlieh nur das in die obere 
Ebene verlegte ursprüngliche Kräftepaai- übrig, welches nun in 
seiner neuen Ebene wieder beliebig verschoben werden kann. 

Endlich läßt sich auch die Länge des Armes AB beliebig ver- 
ändern, ohne daß die Bedeutung des Kräftepaares modifiziert wird. 
Zerlegen wii- nämlich die in B angreifende Ki-aft J?" in zwei paral- 



H..te.by Google 



120 ^i' 'J-'eil- !■ Kapitel. 

lele Komponenten, deren eine, JP\ in einem beliebigen Punkt B' 
der Geraden AB angi-eift, während die andere, F — F', in A an- 
greifen möge (Fig. 25), so können wü- an Stelle der Kraft in B 
ihre beiden Komponenten setzen, falls nach (aSla): 

(298) F'-B'B = {F~F')-AB. 

Dann bleibt übrig in A eine Kraft F—{F—F') = F\ und in 
B' eine gleiche antiparailele Kraft F', also ein Kräftepaai- mit der 
Kraft F' und dem Arm AB', wobei nach (298): 

(299) F'-AB' = F-AB, 

(1. h. das Produkt aus Kraft und Ärmlänge ist bei dem neuen 
Kräftepaar das iiämüche wie beim alten. Nennen wii- dieses Pro- 



dukt das Moment des Kräftepaares, so erhalten wir den Satz, 
daß zwei in der nämlichen Ebene oder in pai'alleien Ebenen lie- 
gende Kräftepaare mit gleichem Moment identisch sind. 

§ 83. Nachdem wir die große Verwandlnngsfähigkeit der 
Kräftepaare kennen gelernt haben, können wir nun auch die Frage 
beantworten, wodurch ein Kräftepaar überhaupt charakterisiert 
ist. Nach den vorstehenden Sätzen ist ein Kräftepaar offenbar 
bestimmt erstens durch sein Moment, zweitens durch die Richtung 
seiner Ebene und ferner drittens durch seineu Sinn. In der Fig. 26 
sind nämlich zwei Kräftepaare gezeichnet, die dasselbe Moment 
haben und in derselben Ebene liegen, aber doch nicht identisch 
sind. Denn sie halten sich im Gleichgewicht, sind also gerade 
entgegengesetzt. Ries nötigt uns, einem Kräftepaar auch einen 
Eiehtungssinn beizulegen, und ein solcher bietet sich unmittelbar 
dar, wenn wir die Drehung ins Äuge fassen, die durch die Eich- 
tungen der beiden Kraftpfeile angedeutet wii'd. Um den Drehungs- 
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siiiii eindeutig definieren zu können, wollen wir einei' jedeJi Dre- 
hung eine bestimmt gericlitete Drehungsaclise zuschreiben, 
und tun dies ein für allemal durch die Festsetzung, daß eine Dre- 
liung eines Koordinatensystems um seinen Aufangspunfet, bei der 
sich die positiTe ai-Achse gegen die positive y-Achse hin bewegt, 
die positive 2-Ächse zur Drehungsachse hat. Die umgekehrte Dre- 
hung hat die negative s-Äcbse zur Drehungsachse. Da wir stets 
rechtshändige Koordinatensysteme benutzen (§ 16), so ist diese Fest- 
setzung gleichbedeutend mit folgender: Die Drehungsachse eines 
TJhrze^ers ist die Eichtung vom Beschauer zum Zifferblatt, oder: 
Die Drehungsachse eines sich einbohrenden Korkziehers ist die 
Eichtung, in welcher der Korkzieher im festgehaltenen Kork sich 
fortbewegt, oder: Die Drehungsachse der Erde ist die Richtung 
vom Südpol zum Nordpol. 

Darnach ist in der- Fig. 26 die Achse des Kräftepaai-es AB 
von der Zeichnungsebene zum Beschauer, die des Kräftepaai'es^'-ß' 
vom Beschauer zur Zeiehnungsebene gerichtet. 

Die getroffene Festsetzung ermöglicht es uns, ein Kräftepaar, 
ebenso wie eine Kraft, durch ein jeinfaches geometrisches Symbol 
darzustellen, nämlich durch eine gerichtete Strecke, deren Länge 
das Moment iVJ und deren Richtung die Achse des Kräftepaares 
bezeichnet, Doch wollen wir, um eine Verwechslung mit dem 
Symbol einer Kraft auszuschließen, die Richtung der Achse durch 
eine doppelte Pfeilspitze andeuten. 

Demnach bedeutet der (vertikale) Dop- 
pelpfeil in Fig. 27 dasjenige Kräftepaai', 
dessen Moment 2v gleich der Länge des 
Doppelpfeiles ist, dessen (horizontale) Ehene 
senkrecht steht auf seiner Richtung, und 
dessen Achse nach der Doppelspitze ge- 
richtet ist. {Die entsprechenden Kräfte 
sind perspektivisch punktiert gezeichnet.) / 
Dieses Symbol läßt sich ohne weiteres be- ^Z 
licbjg verschieben, auch seitwärts, wenn Fig. a?. 

es sich nur gleich und parallel bleibt; der 

„Angriffspunkt" eines Kräftepaares hat also, im G-egensatz zu deia 
Angriffspunkt einer Kraft, nicht die mindeste physikalische Be- 
deutung. 

§^ 84. Zusammensetzung von Kräftepaaren. Die Ein- 
führung des besebriebenen Symbols für ein Kräftepaar gestattet 
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, iiach denen sich Kräftepaare zusammensetzen, sehr 
einfach zu formulieren. 

Betrachten wir zuerst ein System von beliebig vielen Kräfte- 
paarea iVi, iVg, iVfl, ■■■■ mit pai-allelen Achsen. Dieselben lassen 
sieh alle ia eine einzige Ebene bringen und iu dieser an einem 
gemeinsamen Arm vereinigen. Dann wirken an dem einen End- 
punkt des Ai'mes die Kräfte alle in derselben Richtung recht- 
winklig zum Arm, setzen sich also dort einfach durch Addition 
zu einei' ßeaultierenden znsammen, welcher an dem anderen End- 
punkte des Armes die gleiche antiparallele Heaultierende entspricht. 
Das Ei^ebnis ist also ein einziges Kräftepaar, dessen Moment 
durch das Produkt der Ärmlänge in die Summe der Einzelkräfte, 
d. h. durch die Summe aller Momente iV^, N^, N^, ■■■■ dargestellt 
wird, und dessen Achse die gemeinsame Achse ist. Sind auch 
anfciparallele Kräftepaare dabei, so braucht man nur deren Mo- 
mente negativ zu nehmen, und erhält dann durch algebraische 
Addition aller Momente Sinn und Gfröße des resultierenden Moments. 
Nun betrachten wir zwei Kräftepaare iVi und iVg, deren Achsen 
einen beliebigen "Winkel bilden. Wir vereinigen die Kräftepaare 
wiederum an einem gemeinsamen Arm AB auf der Geraden, iu 
welcher die Ebenen der beiden Kräftepaare sich schneiden. Die 
Zeichnnngsebene der Fig. 28 legen wir durch den Punkt A. und 
rechtwinklig zum Arm, so daß der andere Endpunkt B des Armes 
hinter der Zeichnungsebene liegt. 
Dann liegen die Kräfte -Pj und F2, 
die iu A angreifen, in der Zeich- 
nungsebene, und die Achsen Ni und 
jVg ebenfalls, und zwar um einen 
rechten Winkel, in dem gezeichne- 
ten Sinne, gegen die Kräfte ge- 
dreht. Nun vereinigen sich die 
Kräfte F^ und F^ nach dem Kräfte- 
parallelogramm zur resultierenden 
Pjg gg Kraft -F, welcher in B eine gleiche 

antiparallele Kraft F entspricht, 
und das Ergebnis ist ein Kräftepaar mit dem Moment iV, wo- 
bei die Richtung NJ^F, und das Verhältnis: 

Das von den Strecken A' gebildete Viereck ist ein Paralltlo- 
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gTjimm: deim es ist ähnlieb dem Parallelogramm der Kräfte F 
and gegen dieses um einen rechten Wiakel gedreht. Somit haben 
wir den Satz, daß sich beliebige Kräftepaare, falls man sie durch 
ihre Symbole ehai-akterisiert, ebenso wie Kräfte nach dem Par- 
allelogramm zusammensetzen und zerlegen, oder mit anderen 
Worten: Kräftepaare verhalten sich wie Vektoren, Dies 
veranlaßt uns, zur Bezeichnung eines Kräftepaares den deutschen 
Buchstaben 91 einzuführen. Der absolute Betrag des Vektors 91 
ist das Moment ^, seine Eichtang ist die Achse des Kräftepaares. 
Beliebig viele Kräftepaare 9!i, 9ia, 9Jä, ■•■an einem starren Körper 
setzen sich ganz allgemein durch vefctorielle Addition zusammen 
zu dem resultierenden Kräftepaar: 

9t = .S'ilIi, (300) 

oder, durch die Komponenten ausgedrückt, wenn 2, ,«, v die Eich- 
tuugswinket einer Achse bezeichnen: 

iVcos i = .SiVi cos Xi = 2;3i„ , I 

JVcos V = ^JVi Cfls Vi = 23?j . j 

§ 85. Zusammensetzung beliebiger Kräfte. Die Auf- 
gabe, deren Behandlung wir im § 78 zurüctatellen mußten, weil 
es damals nicht gelang, zwei Kräfte, deren Riebtungen sieh nicht 
schneiden, zusammenzusetzen, können wir jetzt wieder aufnehmen, 
da wir nun gelernt haben, Kräftepaai'e ganz allgemein zusammen- 
zusetzen, und da es, wie sogleich gezeigt werden soll, mittelst 
Einführung passender Kräftepaare leicht gelingt, den Angriffs- 
punkt einer Kraft ganz beliebig zu verschieben, 

Haben wir nämlich eine Kraft F mit 
dem Angriffspunkt P (Fig. 29), so bringen 
wir außerdem in einem beliebigen Punkte 
des starren Körpers zwei gleiche Kräfte F 
an, eine parallele und eine antipai'allele, die 
sich gegenseitig aufheben. 

Dann haben wir als Resultat erstens 
die nach verschobene Kraft F, und zwei- 
tens das aus der ursprünglichen Kraft F j-ig. sa, 
und der antiparallelen Kraft ^ in be- 
stehende Kräftepaar. 

Berechnen wir dessen Moment und Achsenriehtung. Die Größe 
des Moments ist das Produkt von F und der Länge OQ des von 
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auf die ßiclituiig dtr ursprünglichen, durch P geliLnden Kraft ge- 
fiiliteu Lotes, es wird dargestellt durch die Fläche des Parailelo- 
gramms mit den Seiten OP und F. 

Diese Größe heißt daher auch „das (statische) Moment der in 
P angreifenden Kraft F in bezug auf den Punkt 0". 

Liegt in der Kraftrichtung PF, so verschwindet das Mo- 
ment. Die Achse des Moments ist rechtwinklig zur Ebene OPF 
und in Fig. 29 vom Bilde zum Beschauer' gerichtet. 

Jetzt ergibt sich unmittelbar, wie sich beliebige Kräfte mit 
beliebigen Angriffspunkten zusammensetzen lassen: man verlegt 
sie alle in der soeben beschriebenen Weise an einen gemeinsamen 
Angriffspunkt, z. B. den Anfangspunkt der Koordinaten, wo sie 
sich zu einer Resultierenden vereinigen. Außerdem hat man dann 
noch die durch die Verlegung eutstandenen Kräftepaare, welche 
sich nach § 84 ebenfallszu einem einzigen Kräftepaai- zusammensetzen. 

§ 86. Zur rechnerischen Ausführung dieses Gedankens be- 
trachten wir zunächst die Verschiebung einer Kraft g mit dem 
Angriffspunkt i; an den Anfangspunkt 0, und berechnen die drei 
Komponenten des dadurch entstehenden Kräftepaarts, "Denn diese 
sind es, welche wir nachher bei der Zusammensetzung der ver- 
s;;hiedenen Kräftepaare brauchen. Wir bedienen uns dabei zweck- 
mäßigei-weise der Fig. 3 (§17) und betrachten die drei Kompo- 
nenten 5i, 5y, O^j der in P angreifenden Kraft g einzeln, zunächst 
die Komponente 5s- Diese Komponente läßt sieh ohne weiteres 
von F an den Punkt B der a^jz-Ebene verlegen, ■weil BP in der 
Kraftrichtung liegt Verschiebt man nun aber g^ weiter von B 
an den Punkt ^1 der a;-Aehse, so entsteht dabei ein Kräftepaar 
pai'allel der y^-Ebene mit dem Moment AB-5j"=^gj, dessen Achse 
die positive a;-Achse ist, und verschiebt man endlich g^ von A 
nach 0, so entsteht dabei ein Kräftepaai* pai-allel der x^-Ebene 
mit dem Moment AO-'^i==x'^^, dessen Achse die negative y- 
Achse ist. 

Die Verschiebung der beiden anderen Kräftekomponenten %^ 
und %y von P nach kann man einfach erledigen durch zyklische 
Vertauschung der Buchstaben in den erhaltenen Resultaten. Dar- 
nach ergibt die Verschiebung von %x ^""^^i Kräftepaare mit den 
Momenten sgi und yj^, deren Achsen die positive j/-Achse und die 
u^ative 5- Achse sind, und die Verschiebung von %y zwei Kräfte- 
paare mit den Momenten x^^ und sg^, deren Achsen die positive 
3-Aehse und die negative x-Achse sind. 
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Nach (301) setzen sich diese sechs Kräftepaare zu einem ein- 
zigen Kräftepaar 9i zusammen, wobei: 

%-^^.-^d., (302) 

§ 87. Ein Vektor 5R, der sich aus zwei Vektoren r und g 
nach (302) zusammensetzt, heißt das (äußere oder) „Vektorprodukt" 
von r und %, im Gegensatz zum (inneren oder) Skalaren Produkt 
'^•% = ^'Sx + y% + ^%t (§47), und wird bezeichnet mit: 

3f = [r,g] = -[g,r]. (303) 

Nach § 85 ist der absolate Betrag des Vektorprodukts von 
X und 3 gleich dem Flächeninhalt des aus den Vektoren r und Jy 
gebildeten Parallelogramms, und seine Eichtung die Normale des- 
selben, so zwar, daß die ßicMungen % r, 3 oder r, g, 9i oder 
%, 91, r ein rechtshändiges System bilden, welches für rj_g auch 
rechtwinklig ist. 

Natürlich lassen sich diese Sätze auch direkt aas (302) ab- 
leiten: Daß 9iXr und J.%, erkennt man durch Multiplikation der 
einzelnen Gleichungen (302) mit den Komponenten von x oder mit 
den Komponenten yon g und nachfolgender Addition; und füi- das 
Quadi-at des absoluten Betrages von 91 ergibt sich durch Quadrieren 
lind Addieren von (302): 

(y g= - ^5,)^ + (^S;- ^5.)= + (?S. - yd.y 

= {^' + y'+ ^') (S/ 4- g,/ + g.^) -i^d. + y 5. + ^g,)^ (;t04) 

= r^3^-t«g^cosnr,S) 

= r2-5''sina(r, g), (305) 

also das Quadrat des Parallelograuims von x und g. 

Die dui-ch (302) deflniei-ten Größen 3i^, %j, 91^ heißen auch die 
(statischen) Momente der in P angreifenden Kraft g in bezug auf 
die di-ei Koordinatenachsen. Dai-nach ist das Moment einer Kraft 
in bezug auf irgendeine Gerade im Räume gleich dem Produkt 
der zu dieser Geraden senkrechten Komponente der Kraft in deren 
Abstand von der Geraden. Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt 
sieh durch die Überlegung, daß das Moment % dei- im Punkte 
{x, y, z) angreifenden Kraft (g^, g^, g^) in bezug auf die s'-Achse 
nach (302) gleich ist dem Moment der im Punkt (x, y, 0) angreifen- 
den Kraft (g,,, g,„ 0) in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt 
(§ 85). 
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§ 88. Nunmelir können wir, mit Bezugnahme auf den am 
Schluß des § 85 geschilderten Gedanken, das Eesultat dei- Zu- 
sammensetzung beliebiger Ki-äfte %i, %s, Sa? " ' ■ i^it ^e" Äßgrifis- 
ptinkten i'i, i^, Vg, ■ ■ ■ direkt ansclireiben. Es lautet: 

In Worten: Wenn irgendwelche Kräfte an einem starren 
Körper wirken, so lassen sie sieb stets zusammenfassen in eine 
einzige Kraft %, die im Anfangspunkt der Koordinaten angreift, 
verbunden mit einem einzigen Kräftepaar 0i, wobei g und 9i sich 
ans den gegebenen Kräften nach (3ü6) zusammensetzen. In diewen 
Gleichungen sind alle bisher abgeleiteten Sätze, auch die über 
parallele und antiparailele Kraftesysteme, als spezielle Fälle ent- 
halten. Bedenkt man, daß von den beiden Kräften des resultieren- 
den Kräftepaai'es 9t die eiae am Koordinatenanfangspunkt an- 
greifend gedacht werden kann und sich dort mit der resultierenden 
Kraft S5 2u einer neuen Resultierenden vereinig!, so ei-hellt, daß 
der allgemeinste Fall eines Kräftesystems an einem starren Körper 
sich auch zurüekführen läßt auf zwei Kräfte. 

Dafür, daß sich ein System von Kräften an einem stai-ren 
Körper im Gleichgewicht hält, ist hinreichend, aber auch not- 
wendig-, daß sowoh^die resultierende Kraft %, als auch das resul- 
tierende Kräftepaar 91 verschwindet. Dies ergibt nach (306): 
(306a) ^(5i = 0[, ^[h,^i]=0. 

Das sind sechs Bedingungsgleichungen zwischen den Komponenten 
der Kraft« und den Koordinaten der Angriffspunkte. 

§ 89. In der von uns durchgeführten Reduktion eines be- 
liebigen Kräftesystems auf eine einzige Resultierende und ein 
Kräftepaar ist eiae gewisse Willkür insofern enthalten, als der 
Angriffspunkt der Eesultierenden willkürlich gewählt wui'de, und 
es fragt sich, ob und wie das Ergebnis sich ändert, wenn man alle 
Kräfte, statt nach dem Punkte 0, nach einem anderen Punkte Oq 
verlegt. Insbesondere würde es von Interesse sein, zu untersuchen, 
ob man nicht durch passende Wahl des Punktes Oo ein besonders 
einfaches Ergebnis bei der Reduktion des Kräftesystems erzielen 
kann. Diese Frage läßt sich am bequemsten dadurch beantworten, 
daß wir die Resultierende g und das Kräftepaar 9J, die ja das 
ganze Kräftesystem darstellen, direkt vom Angriffspunkt nach 
dem Angriffspunkt Og verschielsen. Dann entsteht durch die Ver- 
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Schiebung von j^- ein neues Kräftepaai- 9J', dessen Achse senkrecht 
steht auf J^ und auf 00^, und welches sich mit 9J zu einem ein- 
zigen Kräftepaar 9lo vereinigt. 

Wir erhalten also in Oq schließlich die Eesultierende % und 
das Kräftepaar 9!o, woraus zunächst hervorgeht, daß die resultierende 
Kraft g eines Kräftesystenis ganz unabhängig ist von der Lage 
ihres Angriffspunktes Oo, während dagegen das dazutretende Kräffce- 
paar von Oq abhängt Kann man nun Oq so wählen, daß 9E' und 
i>I sich gerade aufheben, also9fo = ü ist? Offenbar im allgemeinen 
nicht; denn dann müßte M' gleich und entgegengesetzt 9Z sein, 
während doch 9t' durch die Bedingung 9^' .1. % beschränkt ist, 
welche für dl nicht gilt. 

Wohl aber läßt sieh stets folg'eude Vereinfachung erzielen. 
Zerlegt man 9J in eine Komponente 9fo || 5 '^"^ ß'iie Komponente 
3^1 J.S (Fig. 30), so kann man den neuen 
Angriffspunkt Oq so wählen, daß das durch 
die Verschiebung von % nach Oq entstehende 
Kräftepaar 9!' =^ — Sf i. 

Man braucht nni- Oj, auf der Normalen 
der von % und 5Jf gebildeten Ebene (der Bild- 
ebene) anzunehmen (auf der hinteren Seite) 
und die Strecke OOo = -t-! zu machen. 

Dann bleibt in Oq allein übrig die Kraft 
5 und das Kräftepaai" 9?o, und wir erhalten 
den Satz, daß sieh jedes Kräftesystem an einem starren 
Körper reduzieren läßt auf eine Kraft und eii] Kräfte- 
paar, dessen Achse in die Eichtung der Kraft fällt. 

Um nun einen bequemen Überblick über die Verhältnisse im 
allgemeinsten Fall zu gewinnen, denken wir uns zu jedem Punkt O 
des Körpers die in ihm angreifende Eesultierende 3 und das dazu 
gehörige Kräftepaar 3i konstruiert Offenbar genügt' dann die Be- 
trachtung aller Punkte einer Ebene 1.5; denn auf jeder Ge- 
raden II % ist in allen Punkten g und ^ das nämliche. Eine solche 
Ebene wählen wir zur Bildebene der Fig. 31. Oq sei derjenige 
Punkt der Ebene, in welchem die Achse des zugehörigen Kräfte- 
paares 9Io mit 5 zusammenfällt, also wie % auf der Ebene senk- 
recht steht. Die Kraft g denken wir uns nach dem Beschauer zu- 
gerichtet. Geht man nun zu einem anderen Punkt der Ebene 
-über, so entsteht durch die Verschiebung der Kraft g von Oq nach 
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tiin Kräftepaar mit dem Moment ]Si'=0^0-F, dessen Achse in der 
Bildebene 1.0^0 gerichtet tat. Dieses Kräftepaar vereinigt sich 
mit (dem nicht gezeiclineteE) 3io ^i cleio resultiei-endeu Kräfte- 
paar St in 0, dessen Moment: 

(307) A'a = JV^ + iVa = N\ + OoO^ ■ F^ , 

nnd dessen Achse in der Ebene A^O^O liegt, gegen die Bildebene 
geneigt mit einem Winkel d-, dessen Tangente: 

(308) tgJ^ = ^"- 

Führt man den Pnnitt anf einem Kreise um 0^ liernm, so 
bleiben IN', N und # konstant; mit der Vergrößernng des Ab- 
standes 00^, wachsen aber A'' und N unbegrenzt, während zugleich 
der Winkel -Ö- unbegi'enzt abnimmt. Gehen 
wir nrit dem Punkte aus der Biidebene 
in den Raum hinaus, so bilden aUe Punkte 
mit einem bestimmten Moment N einen 
unendlichen Kreiszylinder, dessen liadius 
mit wachsendem N zngleich ins Unendliche 
wächst Die gemeinsame Achse aller dieser 
Kreiszyllnder, der Ort aller Punkte Oo, 
heißt die Zentralachse des Kräftesystems, 
für sie besitzt das resnltierende Kräftepaar N den kleinsten 
Wert A'o. 

§ 90. AulSer dem allgemeinsten Fall beti-achten wir nocli 
kurz einige wichtige Spezialfälle. 

Wenn j;\'"o = 0, so reduziert sich das dem Angriffspunkt der 
Kraft g entsprechende Kräftepaar 9i auf 31' (Fig. 31). Dann gibt 
es auf der Zentralachse überhaupt kein Kräftepaai-, d. h. das 
Kräftesystem reduziert sich auf eine Kraft g, die in einem Punkte 
der Zenti-alachse angreift. 

Die Bedingung, daß ein Kräftesystem sich auf eine Kraft 
allein reduziert, ist also nicht etwa die, daß das resultierende 
Kräftepaar 9(^0 (bei beliebiger Wahl des Koordinatenanfangs- 
punktes 0), sondern die, daß 9fJ_ Jy oder, nach (306), in vektorieller 
Sciireibweise : 

(309) -i^Si-^[t„SiJ-U. 

In der Tat kann man dann immer durch geeignete Walil de.^ 
Angriffspunktes der Resultierenden das Kräftepaar 9t zum Ver- 
schwinden bringen. 
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Wenn andererseits ^ verschwindet, so artet die Zentraiaclise 
aus. Dann reduziert sieh das Kräftesystem auf ein bestimmtes 
Kräftepaar 9i, dessen AngTiffspunkt ganz beliebig ist. Dieser Fall 
findet sich z. B. realisiert bei der Einwirkung des Erdmagnetismus 
auf einen starreu Magneten, 

Wenn endlich 3 und 9^ beide verschwinden, so haben wir 
Gleichgewicht; auch hier spielt die Wahl des Koordinatenanfangs- 
pnnktes keine ßoUe. 

§ 91. Körper mit beschränkter Bewegungsfreiheit. 
Die Gleichgewichtsbedingungen (306 a) beziehen sich auf einen frei 
beweglichen Körper. Wenn aber der Beweglichkeit des Körpers 
durch äußere Zwangskräfte gewisse Schranken gesetzt sind, so 
stellen die Gleichungen (306 a) zwar hinreichende, aber keineswegs 
notwendige Gleichgewichtsbedingangen dar, und es fragt sich, wie 
in jedem einzelnen Falle die letzteren laaten. 

Betrachten wir zuerst einen Körper, in welchem eine Gerade 
festgehalten wird, unter der Einwirkung eines beliebigen Kräfte- 
systems %i, Ti, • • • ■; ein solcher stellt 'den allgemeinsten Typus 
eines Hebels dar. Dann nehmen wir die feste Gerade etwa zur 
^-Achse und reduzieren zunächst das Kräftesystem auf die im 
Koordinatenanfangspunkt angreifende Resultierende g und das daza 
gehörige Kräftepaar 9J. Damit nun Gleichgewicht besteht, braucht 
g nicht =0 zu sein; denn auf den Koordinatenanfangspunkt wie 
auf jeden Punkt der s-Achse wirken Zwangskräfte, welche die auf 
diese Paukte wirkenden treibenden Kräfte unter allen Umständen 
neutralisieren. ■ 

Was ferner das Kräftepaar 9E betrifft, so kann dessen Kompo- 
nente 3ij; durch zwei antiparallele in Eichtung der y-Achse wir- 
kende Kräfte dargestellt werden, die beide an Punkten der ^-Ächse 
angreifen und deshalb durch den äußeren Zwang vernichtet werden, 
und das gleiche gut für die Komponente 3ij, deren Kräfte in der 
Eichtung der «-Achse an Pnnkten der ^-Achse angi'eifend ange- 
nommen werden können. Nur die Komponente SSi^ kann durch den 
Widerstand der ^^- Achse nicht zerstört werden. 

Daher ist es für das Gleichgewicht hinreichend, aber auch not- 
wendig, daß: 

?f. = iX^ig,,-y,g„) = 0, (310) 

also eine einzige Gleichung zwischen den Komponenten der trei- 
benden Kräfte und den Koordinaten ihrer Angriffspunkte^ Wenn 
9f^ von Null verschieden ist, so bewirken die treibenden Kräfte 

PlaDßk, AUgamaine Maohanik. 2. Anfi. » 
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eine Bewegung, d. h. in diesem i'alle eine Drehung des Körpei-s 
um die .sr-Achse. Daher wird das statische Moment 9t, des Kräfte- 
aystems in bezug auf die s-Achse auch das „Drehungsmoment" um 
diese Achse genannt. 

Während somit Yon den sechs Gleichungen (306 a) für das 
Gleichgewicht eines freien starren Körpers in dem hier betrach- 
teten Falle nui- eine einzige Verwendung findet, so sind die an- 
deren fünf notwendig zur Beantwortung der Frage nach dem. 
Widerstand, den die feste Achse leisten muß, d. h. nach dem Zwang, 
den man auf sie ausüben muß, damit sie, als frei beweglich be-, 
trachtet, in Ruhe bleibt Dieser Zwang ist offenbar so beschaffen, 
daß er die Wirkung der treibendea Kräfte nach {306 a) gerade auf- 
hebt, er besteht also aus einer im Koordinatenanfangspunkt an- 
greifenden Kraft —55 111^ einem Kräftepaai' mit den Kompo- 
nenten — Sij; und — 3ig. 

Ein Kräftepaar mit der ^--Achse als Achse Termag' der Zwang 
natürlich nicht zu liefern, da alle Zwangakräfte durch Punkte der 
^-Achse hindurchgehen. Wie man leicht einsieht, gentigt es zur- 
Festhaltung der ^r- Achse, wenn man irgend zwei Punkte derselben: 
z. B. den Koordinatenanfangspunkt und noch einen anderen Punkt, 
ftsthält 

Daher lassen sich die Zwaugskräfte in diesem Falte stets re- 
duzieren auf zwei Kräfte, die in diesen beiden Punkten angreifen. 

Wenn der Körper außerdem, daß er sich um die z-Achse 
drehen kann, auch längs diessr Achse gleiten kann (man denke 
sich den Körper mit einem glatten festgehaltenen Stift durchbohrt), 
so genügt (310) nicht für das Gleichgewicht, es muß noch dazu 
kommen: 
(311) ^5. = 0. 

Denn in diesem Fall vermag die Zwangskraft keine Kompo- 
nente in der Richtung der «-Achse zu liefern. 

Überhaupt ist leicht einzusehen, daß, je freiei" beweglich dei- 
Körper, je geringer der Zwang ist, desto größer die Anzahl der 
Bedingungsgleichungen sein wird, welche die treibenden Kräfte im 
Fall des Gleichgewichts erfüllen müssen. Dies führt uns auf eine 
schon im ersten Teil § 7i bei der Bewegung eines materiellen 
Punktes gemachte Bemerkung. Ein um eine feste Achse drehbarer 
staiTer Körper besitzt einen einzigen FreiheitsgTad; denn seine 
fjage wird durch eine einzige Variable, den Drehungswinkel, be- 
stimmt. Dementsprechend genügt auch eine einzige Bedingungs- 
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gleietiiiiig für das G-leichgewiclit. Kann der Körper zugleich längs 
der Drehangsachse gleiten, so kommt ein zweiter Freilieitsgrad 
dazu und mit ihm eine zweite Gleiehgewiehtsbedingung. So geht 
es, wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, ganz allgemein 
weiter. 

Wenn dei' Körper um einen fuaten Pnnkt frei drehbai' ist, so 
machen wir diesen Punkt zum Koordinateaanfangspunkt 0. Dann 
wird die in angreifende Eesultierende % durch den Zwang auf- 
gehoben, und für das Gleichgewicht ist hinreichend und notwendig 
die Bedingung: 

3!-ilr,,S,]~0. (312) 

Das sind drei Gleichungen zwischen den Komponenten der 
treiljenden Kräfte und den Koordinaten ihrer Angriffspunkte. 

Wir werden sehen, daß ein solcher Körper auch drei Frei- 
heitsgrade besitzt. Ist Sil von Null verschieden, so bewirken die 
treibendea Kräfte eine Drehung des Körpers um 0. Daher wird 
das statische Moment 9i eines Kräftesystems in bezng auf einen 
Pnnkt auch das „Drehungsmoment" der Kräfte um diesen Punkt 
genannt. 

Zweites Kapitel. Statik eines beliebigen Piiiiktsj'steius. 

§ y2. Wir wollen jetzt die Gesetze der Statik eines starren 
Körpers Torallgemeinern auf den Fall eines beliebigen Systems 
materieller Punkte, und stellen uns zu diesem Zwecke zunächst 
die Aufgabe, die Bedingungen für das Gleichgewicht eines Systems 
von n Massenpunkten anzugeben, auf welche gegebene ti-eibende 
Kräfte i5n S21 -■■ 1 5n 'wirken, und deren Bewegung von vornherein 
gewissen Beschränkungen unterworfen ist. Diese Beschränkungen 
denken wir uns dargestellt durch eine gewisse Anzahl i* von Glei- 
1 zwischen den Koordinaten der Punkte. Dann gehört als 
r Fall hierher sowohl die Statik eines einzigen materiellen 
Punktes, die wir im ersten Teil behandelt haben, als auch* die 
Statik eines starren Körpers, da ein starrer Körper nichts anderes 
ist als ein System von Punkten, deren Entfernungen konstant ge- 
halten werden. 

Das angenommene System besitzt Zn — ^ Freiheitsgrade; denn 
von den gesamten 3 n Koordinaten sind nur Zn — p frei veränder- 
lich, die übrigen jj sind durch die vorgeschriebenen Bedingungen 
bestimmt. Die Zahl p kann nicht größer sein als Bn. Im Grenz- 
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fall j) = 3n sind alle Punkte fest, da ihre Lagen schon durch die 
Bedingungen l>estimnit sind; im entgegengesetzten Grenzfall ^ = 
sind alle Punkte frei. 

Ear Lösung der gestellten Aufgabe achlagen wir denselben 
Gedankengang ein, der uns bei einem einzigen materiellen Punkte 
zum Ziele geführt hat: wir tragen dem physikalischen Einfluß der 
Torgeschriebeiien Bedingungen dadurch Rechnung, daß wir die 
Zwangskräfte 3 einführen, welche diesen Einfluß darstellen; denn 
auf andere Weise als durch Kräfte kann sich derselbe überhaupt 
nicht äußern. Nach Einführung der Zwangskräfte dürfen "wir die 
Punkte als frei betrachten and erhalten als Gleichgewichtsbedin- 
gung des Punktsystems die 3»i Gleichungen zwischen den Kräfte- 
komponenten: 

(313) Si+3i-0, ■ 

Hierbei bedeutet 3i die Besultierende aus den Zwangskräften, 
die durch alle j? Bedingungen an dem Punkt 1 heryorgerufen werden. 
Wenn speziell eine der Bedingungsgleichungen die Koordinaten 
des Punktes 1 nicht enthält, so liefert' sie natürlich auch keinen 
Beitrag zu 3i- 

Die Form [313) der Gleichgewichtsbedingung ist solange un- 
fruchtbar, als man über die Eigenschaften der eingeführten Zwangs- 
kräfte nichts Näheres weiß. Sie gewinnt aber einen um so weiter- 
gehenden Inhalt, je Bestimmteres man über die Zwangskräfte aus- 
sagen kann. Wir suchen jetzt also eine möglichst allgemeine 
charakteristische Eigenschaft der Zwangsträfte aufzustellen,. In 
der Mechanik eines einzigen materiellen Punktes mit beschränkter 
Bewegungsfreiheit hatten wir gefanden, daß die Zwangskraft stets 
senkrecht zur festen Kurve oder festen Fläche wirkt, und daß die 
Arbeit der Zwangskraft bei jeder eintretenden Bewegung des 
Punktes verschwindet. In ersterer Form ist der Satz zu einer 
Verallgemeinerung auf das hier betrachtete Punktsystem nicht ge- 
eignet, da die vorgeschriebenen Bedingungen ganz andere sein 
können als feste Kurven oder Flächen. Wohl aber läßt sich ganz 
allgemein der Satz ableiten, daß bei irgendeiner Bewegung des 
Punktsystems unter dem Einfluß beliebiger treibender Kräfte die 
Arbeit aller Zwangakräfte an allen Punkten zusammengenommen 
stets gleich Null ist, oder: 

(314) -SSi-dr, =0, 

wobei ir,, wie in (149), die in der Zeit ät vom Punkte 1 zurück- 
gelegte vektorielle Strecke bedeutet. 
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§ 93. Die G-leichung (314) bildet die Grundlage der ganzen 
Statik unfreier Panktsysteme. Um sie zu beweisen, müssen wir 
aäher auf die physikalische Bedeutung der p Bedingungsgleichungen 
für die Punktkoordinaten eingehen, und das können wir aar, wenn 
wir uns jeue Gleichungen auf irgendeine Weise physikalisch reali- 
siert denken. Eine derartige Betrachtung läßt sich dui'chaus nicht 
umgehen; denn die Gleichungen an sich können keine Zwangs- 
hräfte ausühen, sie haben überhaupt nur dann einen physikalischen 
Sinn, wenn man sie als den zusammenfassenden Ausdruck für die 
Wirknngsweise gewisser realer Mechanismen betrachtet. 

Wir wollen den Beweis der Gleichung (314) zunächst für 
einige einfachere Fälle führen. Für einen einzigen Punkt (n = l, 
p=7Ü, 1, 2, 3) ist die Gttitigkeit jener Gleichung schon ausführlich 
dargelegt im 6. Kapitel des ersten Teiles (§ 67). 

Nehmen wir also jetzt zwei Massenpunkte, und betrachten wii- 
zunächst den speziellen Fall, daß die beiden Punkte durch eine 
starre massenlose Gerade von der Länge l miteinander verbunden, 
abei' im übrigen frei sind. Dann gilt zwischen den Koordinaten 
die eine Bedingungsgleichung: 

[x2-x,Y+[y^-iMY^{Si-z,y=t\ (315) 

Was wissen wir in diesem Falle bei einer beliebigen Bewegung 

der beiden Punkte, unter dem Einfluß beliebiger treibender Kräfte, 

von den Zwangskräften 3; und 321 die vermöge der Starrheit der 

Geraden an den beiden Punkten 1 und 2 angreifen? 

Wenn 3i und ga *is besondere Kräfte eingeführt werden, so 
darf man, ohne daß die Bewegung sich ändert, die beiden Punkte 
als frei betrachten. "| Man braucht dies aber natürlich nicht zu 
tun; wenn also die Punkte starr verbunden bleiben, bewegen sie 
sich unter dem Einfluß der treibenden Kräfte genau in derselben 
Weise, ob man die Zwangskräfte 3i «nd ^2 besonders einführt 
oder nicht. Daher heben sich diese beiden Kräfte an dem starren 
System g^enseitig auf, was erfordert, daß sie einander gleich und 
entgegengesetzt sind und daß ihre Richtungen in die Yerbindungs- 
linie der beiden Punkte fallen, also: 

8,.=S-^i7^, S^, = -5.^-^', (316) 
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WO 8, die Spannung der starren Geraden, die Größe der Zwangs- 
kraft bedeutet, positiv, wenn die Gerade auf Zug, negativ, wenn 
sie auf Druck beansprucht wird. 

Nun ist die Gesamtarbeit der Zwangslcräfte nach (316): 

(317) ^-^[{x,-x,){dx^~dxi) + {ij,-y,)iäy.,~dy,) 

und dieser Ausdruck verseliwindefc füi' alle Zeiten, wie man so- 
gleich durch Differentiation von (315) nach der Zeit erkennt. 

Jetzt nelimen wir die beiden stai-r verbandenen Punkte nicht 
mehr frei au, sondern in ihrer Bewegung noch ■weiter dadurch be- 
schränkt, daß ein jeder gezwungen ist, auf einer festen Kurve zu 
bleiben. 

Dann behält die Gleichung (314) ihre Gültigkeit. Denn die 
Gesamtarbeit aller Zwangskräfte ist die Summe der Arbeiten der 
einzelnen Zwangskräfto, und als solche haben wir hier außer der 
Spannung der starren Geraden niu* noch die Widerstände der 
festen Kurven, für welche der Satz bereits bewiesen ist. 

Ebenso erledigt sieh der allgemeinere Fall einer Reihe von 
Massenpunkten, von denen jeder sich auf einer festen Kurve be- 
wegt und außei'dem sowohl mit dem vorhergehenden als auch mit 
dem folgenden Punkt durch eine starre massenlö'se Gerade ver- 
bunden ist {ausgenommen der erste und der letzte Punkt, die nicht 
miteinander verbunden sind). Auch hier ist bei jeder eintretenden 
Bewegung die Gesamtarbeit alier Zwangskräfte gleich Null. 

Das zuletzt betrachtete Punktsystem besitzt einen einzigen Frei- 
heitsgrad. . Denn die Bewegung des ersten Punktes auf seiner Kurve, 
welche von einer einzigen. Variablen abhängt, bestimmt vollständig 
die Bewegungen aller anderen Punkte, wie man sogleich erkennt, wenn 
man, vom ersten Punkte ausgehend, die Lage des zweiten, dritten 
usw. Punktes aufsucht und bedenkt, daß jeder folgende Punkt 
außer auf seiner eigenen Kurve auch noch auf einer Kugelfläche 
liegt, die um den vorhergehenden Punkt mit einem bestimmten 
Radius, der Länge der Verbindungslinie, beschi-ieben ist.. 

§ 94. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir den Beweis 
der Gleichung (314) systematisch führen, zunächst für ein Punkt- 
system mit einem einzigen Freiheitsgrad. 
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Der Fall n = l ist bereits erledigt (ein Massen punkt auf einer 
festen Kurve). Der Fall n = 2 entspricht zwei Massenpunkten und 
fünf ßedingungsgleicliungen zwischen den sechs Koordinaten. 

Damit die Bedingangsgleichußgen einen physikalischen Sinn 
haben, müssen wir sie irgendwie durch einen Meehanisaius reali- 
sieren, und das kann in folgender Weise geschehen. Eliminieren 
wir aus den fünf Bedingungsgleichungen die Koordinaten des 
zweiten Punktes, so erhalten wir für die Koordinaten des ersten 
Punktes zwei Q-leicbungen, welche eine feste Kurve darstellen, auf 
der der Punkt zu bleiben gezwungen ist. Wir denken uns diese 
Kurve materiell realisiert und den Punkt 1 auf ihr festgehalten 
(vgl. § 65). Ebenso realisieren wir die aus den Bedingungsglei- 
chungen berechnete feste Kurve für den Punkt 2. Dann kommt 
es nur noch darauf an, durch einen geeigneten Mechanismus den 
Punkt 2 zu zwingen, sieh auf seiner Kurve in ganz bestimmter, 
durch die Beclingnngsgleichungen vorgeschriebener Weise zu be- 
wegen, wenn der Punkt 1 sich in irgendeiner bekannten Weise be- 
wegt. 'Würden wir die beiden Punkte starr verbinden, so wäre 
diese Bedingung viel zu speziell, sie würde also ihren Zweck nicht 
erfüllen können. ' Wohl aber führt folgende Konstruktion stets zum 
Ziele. Wir befestigen an den Massenpunkten 1 und 2 je eine starre 
massenlose Gerade von der beliebigen, aber nicht zu kleinen Länge 
ly bz.w. 1-2, und befestigen die anderen Endpunkte dieser beiden 
Geraden so miteinander, daß sie sich in ihrem Treffpunkt P frei 
gegeneinander drehen können. Wenn dann die Massenpunkte 1 und 2 
sich in einer den fünf Bedingungsgleichungen genügenden Weise 
bewegen, so kann sich der Punkt F noch auf sehr verschiedenen 
Kurven bewegen. Unter diesen Kurven greifen wir nun eine ganz 
beliebige heraus, realisieren sie materiell und zwingen den Punkt P, 
auf Ihr zu bleiben. Dann bilden die drei Punkte 1, P, 2 ein 
mechanisches System mit einem einzigen Freiheitsgrad nach Art 
des im vorigen Pai-agraphen beti-achteten, dessen einzige Massen- 
punkte 1 und 2 den. fünf vorgeschriebenen Bedingungsgleichungen 
unterworfen sind. Dieses mechanische System stellt also eine mate- 
rielle ßeaUsierurig der gegebeneu Bediugungsgleichiuigen vor und 
ist ihnen physikalisch vollkommen äquivalent. Wollte man diesen 
Schluß nicht anerkennen, so dürfte man den Bedingungsgleichungen 
überhaupt keine bestimmte physikalische Bedeutung beilegen. 

Nun wurde schon im vorigen Paragraphen die Gültigkeit der 
Gleichung (314) fiii- die Zwangskräfte in einem Punktsystem der 
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betrachteten Art Ijewiesen; folglicli gilt sie auch ganz allgemeia 
für die durch die fünf Gleiclmngen bedingten Zwangskräfte an 
den Punkten 1 und 2. Denn ■was den noch besonders eingeführten 
Punkt P anbetrifft, so wirken an ihm zwar auch Zwangskräfte, 
die von seiner festen Kurve und von den starren Geraden ?, und l^ 
herrühren. Aber die Eesultierende 3 dersaiben and daher auch 
ihre Arbeit ist nach der Gleichung (217) bei jeder beliebigen Be- 
wegung des Punktes P gleich Null, weil der Punkt F die Masse 
m = besitzt, und weil die an ihm angreifende treibende Kraft 
';^ = ist. 

Haben wir den Fall n^3, also drei Massenpunkte mit acht 
Bedingungsgleiehnngen zwischen ihren Koordinaten, so realisieren 
wir diese Gleichungen abermals durch einen Mechanismus der be- 
schriebenen Art, indem wir die Massenpunkte i, 2, 3 auf festen 
Kurven laufen lassen und sowohl zwischen 1 und 2, als auch 
zwischen 2 ond 3 je einen Punkt P ebenso wie vorhin einschalten. 
Dann führen die nämiiehen Betrachtungen zu dem nämlichen Ziel, 
und ebenso erledigt sich der Palt einer beliebigen Anzahl n von 
Maasenpunkten mit einem einzigen Freiheitsgrad. 

Es bleibt noch ein Punktsystem mit mehreren Freiheitsgraden 
zu betrachten. Wenn ein solches System unter der Einwirkung 
irgendwelcher treibender Kräfte irgendeine Bewegung ausführt, so 
kann man, die Bewegung als bekannt vorausgesetzt, zu den vor- 
handenen p Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten offen- 
bar noch eine beliebige Anzahl von beliebigen Gleichungen zwischen 
den Koordinaten, die mit der Bewegung verträglich sind, als neue 
feste Bedingungen hinzufügen, ohne daß die Bewegung gestört 
wird. Nur spielen die letzteren Bedingungen eine rein formale 
Rolle, da sie tatsächlich überflüssig sind. 

Denkt man sich' nun 3n — p — 1 derartige neue Bedingungen 
eingeführt, so beträgt die Gesamtzahl der Bedingungen 3n — 1, 
and das Punktsystem besitzt einen einzigen Preiheitsgrad, die 
Gleichung (314) ist aiso erfüllt für die Gesamtarbeit der von sämt- 
lichen Bedingungen herrührenden Zwangskräfte. Da aber die 
Zwangskräfte aller neu eingeführten Bedingungen Null sind, so 
reduziert sich der Aasdruck der Gesamtarbeit auf die Arbeit der 
von den realen Bedingungen herrührenden Zwaagskräfte, und da- 
mit ist die Gleichung (314) ganz allgemein bewiesen. Man kann 
sie in die Worte fassen: Zwangskräfte vermögen zwar im 
einzelnen, aber niemals im ganzen Arbeit zn leisten oder 
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Arbeit zu verbrauchen. Dieser Satz hängt innig mit dem 
Prinzip der Erhaltung der Energie zusammen; denn solange die 
beständige Aufreehterhaltung der mechanisch realisiert gedachten 
festen Bedingungen keinen Aufwand oder Gewinn von Ai-beit be- 
dingt, kann auch aus ihrer Wirkuna:sweis6 kein Gewinn oder Ver- 
brauch von Arbeit hervorgehen (vgl. hierzu § 75). 

§ 95. Auf Grund der Gleichung (314) können wir nun für 
ein beliebiges Punktsystem ganz die nämlichen Folgerungen wie 
in § 67 für einen einzelnen Pankt entwickeln. Da es sich hier 
um denselben Gedankengang handelt wie dort, so wird es genügen, 
die Eesultato auszusprecien. Wenn ein ursprünglich ratendes 
System von Massenpunkten, deren Koordinaten durch eine Anzahl 
vorgeschriebener Bedingungen beschränkt sind, durch die darauf 
wirkenden treibenden Kräfte in Bewegung gesetzt wird, so bewegt 
sici jeder einzelne Massenpunkt nach § 76 in der Eichtaug der 
Hesultierenden aus den auf ihn wirkenden treibenden Kräften % 
und Zwangskräften Q. Daher ist für die im ersten Zeitelement 
eintretenden unendlich kleinen Verschiebungen der Pankte: 

-S(S, +Si)-'^Vi>ü, (31^) 

und mit Hücksieht auf (314): 

-2;gr'^ri>0, (319) 

d. h. bei eintretender Bewegung leisten die treibenden 
Kräfte im ganzen positive Arbeit. Bewegung kann also in 
einem rahenden Punktsystem nur dann eintreten, wenn die Pankte 
eine Verschiebung ausführen können, für welche die Arbeit der 
treibenden Kräfte positiv ist. Sind die vorgesehriebenen Bedin- 
gungen derart, daß den Punkten keine einzige Verscbiebang ge- 
stattet ist, bei welcher die treibenden Kräfte positive Arbeit leisten, 
so kann überhaupt keine Bewegung zustande kommen, und das 
ganze System vei-harrt in Buhe, d. b. im Gleichgewicht. Somit er- 
halten wir als eine für das Gleichgewicht des Punktsystems liin- 
reichende Bedingung die, daß für jede mit den gegebenen Glei- 
cbungen verträgliche unendlich kleine Verschiebung der Koordi- 
naten: 

.£5i-<Si-iS0. (32Ü) 

Hier bedeutet 6i eine ganz beliebige unter allen mit den 

vorgeschriebenen Bedingungen verti-äglichen Verschiebungen eines 

Punktes und wird daher auch virtuelle Verschiebung genannt, 

im Gegensatz zu der im Zeitelement dt eintretenden wirklichen 
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Verschiebung är; dementapreelieiid heißt die G-leiehuug (320) das 
Priazip der virtuellen Versehiebungen oder der yirtueUeü 
Arbeit Der Entdecker desselben ist Joh. Bernonlli (1717). 

In den hier betrachteten Fällen läßt sich der Ausdruck des 
Prinzips noch erheblich Tereinfachea. Denn da die vorgeschriebenen 
Bedingungen durch Gleichungen (nicht durch Ungleichungen) zwi- 
schen den Koordinaten der Punkte ausgedrückt werden, so ist zu 
jedem mögliehen System von virtuellen Verschiebungen öii, (Jr^, ■ ■ ■ 
auch ias gerafle entgegengesetzte System . von Verschiebungen 
— (Sri, ~^ht ■ ■ • möglich. Wenn sich nun die Punkte in einer Lage 
befinden, für welche ein '^jstem vutuelli.i Verschiebungen mit 
negativer Arbeitsleistung möglich ist, >-o gibt es sicherlich auch 
ein System virtueller Verschiebungen mit positiver Ar-beitaleistung, 
nämlich das gerade entgegengesetzte und es kann dann möglicher- 
weise Bewegung in dei betreftenden Richtung eintreten. Daher 
ist das Gleichgewicht nur dann alleiseitb gesichert, wenn für jedes 
System virtueller Verschiebungen: 
(3äl) -Sgi-cIri = -Sg,,da^i4-g,i(Syi + g,,(!% = 0. 

§ aß. Die Bedeutung des I*rinzips der virtuellen Arbeit liegt 
vor allem darin, daß man, um die Gleichgewichtsbedingungen zu 
finden, weder auf die Mechanismen, durch Avelche die vorgeschrie- 
benen Bedingungen realisiert werden, noch auf die von ihnen her- 
rührenden Zwangskräfte irgendwie einzugehen braucht. Es genügt 
vollständig, alle Arten von Verschiebungen zu kennen, welche die 
gegebenen Bedingungen den ihnen unterworfenen J*antten gestatten. 
Ferner besitzt das Prinzip den wichtigen praktischen Vorzug, daß 
es die Gesamtheit aller Gleiehgewichtsbedingxingen in einer einzigen . 
Gleichung vereinigt, — eine Leistung, die nur dadurch zustande 
kommt, daß dies keine gewöhnliche Gleichung ist, sondern eine 
Variationsgleichung, die nicht für bestimmte, sondern für beliebige 
Größen gilt. Denn es ist klar, daß der Inhalt einer solchen 
Variationsgleichang um so reicher, die Bedingungen, die sie fordert, 
um 30 weitgehender sind, je willküi-licher man in der "Wahl der 
Variationen, die ihr gehorchen müssen, verfahren darf. 

Wenn z. B. die Variationen 6t,, «Sta ■ ■ • alle vollständig will- 
kürlich wählbar, d, h. alle Punkte frei sind, so kann (321) nur 
dann erfüllt sein, wenn: 

gi = 0, g,= 0, ■■■-, 
lenn es steht dann nichts im Wege, alle Variationen aller Koordi- 
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nateii =0 aiizunehmeii, außer einer einzigen, etwa Öx^. Dann 
bleibt von der ganzen vii'tueUen Arbeit nur das Glied %i-i-äxi 
übrig, und da die virtuelle Arbeit gleich Null sein soll, so muß in 
dem genannten Produkt der erste Faktor ^^ii verschwinden. So 
gelangt man durch das Prinzip der virtuellen Arbeit zu den be- 
kannten Gleichgewiehtsbedingnngen für ein System freier Punkte. 
Der entgegengesetzte Grenzfall ist der, daß alle Punkte fest, 
d. h. ihre Koordinaten schon durch die vorgeschriebenen. Bedin- 
gungen gf^eben sind. Dann sind die zulässigen Vei-schiebnngen rfv 
alle gleich Null, und die Gleichgewichtsbedingnng (321) ist iden- 
tisch erfüllt für jede beliebige Größe der treibenden Kräfte, so 
daß unter allen Umständen Gleichgewicht besteht, wie es der 
Augenschein erfordert. 

Im allgemeinen, für eine beliebige Anzahl p von vorgeschrie- 
benen Bedingungen zwischen den 3m Punktkoordinaten, also bei 
einem Systeni von Sn—p Freiheitsgi-aden, gelangt luan dadurch 
von der Variationsgleiehong (321) zu. den endlichen Gleichgewichts- 
bedingungen zwischen den Kräftekomponenten und Pnnktkoordi- 

naten, daß man zunächst die 3ji Variationen ^Xi,dy^,dgi,öxj, 

mittelst der p gegebenen Bedingungsgleichungen, die wir mit f=0, 
fjp = 0, ^ = 0, ■■■ bezeichnen wollen, zurückführt auf dn — p be- 
liebig ausgewählte Variationen, die dann voneinander ganz unab- 
hängig sind. Dies geschieht durch Auflösung der p homogenen 
linearen Bedingungsgleichungen : 
J/j^ 4_ör^ öf^ ÖA^ b/„ _ j 

^^ex, + ^6y, + ^Ö^,-\4'^dx,+ ^Uy,^ =ü, (^^2) 

=0 I 

nach'denjenigen jj Vai'iaßonen, welche von den Zn- — p übrigen aly 
abhängig betrachtet werden sollen. 

Diu-ch Substitution dieser Werte in (321) erhält man dann die 
virtuelle Ai-beit als eine homogene lineare Funktion der Zn—p 
voneinander unabhängigen Variationen, und nach der schon oben 
für ein System von unabhängigen Variationen angestellten Über- 
legung erfordert das Versehwinden der virtuellen Arbeit, daß jeder 
einzelne Koeffizient einer jeden von den übrigen unabhängigen 
Variation gleich Null ist 

So erhält man ebensoviel Bedingungsgleichungen zwischen den 
Kräftekomponenten und Punktkoordinaten, als unabhängige Varia- 
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tioneii, d. b. Freibeitsgrade, vorhaudea sind, nämlich Sn— i», und 
damit ist ein Satz Yerallgemeinert,„den wir schon sowohl hei einem 
einziges materiellen Punkt {% 71) als auch bei einem stai-ren Körper 
i,§ 91) als zntreöend erkannt haben. 

§ 97. Die Durchführung der Rechnung auf dem geschilderten 
direkten Wege führt im allgemeinen zu sehr unübersichtlichen 
Operationen. Daher ist es von hohem Werte, in dem Lagrange- 
schen Eliminationsverfahren eine Methode zu besitzen, die zwar 
auf indirekte, aber auf sehr übersichtliche Weise zum 2iele führt. 

Wir multiplizieren nämlich die variierten Bedingungsglei- 
chungen (322) der Reihe nach mit gewissen Größen 2., fi, v, ■ ■ -, 
deren Wahl wif uns noch vorbehalten, und addieren sie dann zur 
Gleichung (321). Dann ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung: 

zu erstrecken über alle 3n Koordinaten, gültig für alle beliebigen 
virtuellen Verschiebungen und für alle beliebigen Werte der 
p Größen X, fi, V,- • • -. 

Nun wählen wir diese jj Größen so, daß die in Klammern 
stehenden Koeffizienten der ersten p Variationen, von öxi an ge- 
rechnet, verschwinden, 

D'ann reduziert sich die virtuelle Arbeit (323) auf eine lineare 
homogene Funktion der Zn—p übrigen Variationen, und da wir 
diese als vollständig unabhängig voneinander betrachten dürfen, 
so erfordert die Variationsgleichimg, genau wie oben, daß die 
Koeffizienten dieser dn—p Variationen einzeln versehwinden. 

Das Ganze kommt also schließlich einfach darauf hinaus, daß 
alle Hn Koeffizienten des Ausdrucks (323) gleich Null gesetzt werden: 



g.. + A-^,+ F|f.4-||+^- 


■- = Ü, 


Sn + >-^ + ,'^ + 4l + - 


■ . = ü, 



für alle Punkte und Koordinaten. 

Dies sind in der Tat, nach Elimination von X, /i, v, ■■■, Zn—p 
Bedingungsgleicbußgen zwischen den Kräftekomponenten und den 
Punktkoordinaten, also die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen 
in symmetrischer und übersichtlicher Form. 

§ 98. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (324) kann man 
nun durch Vergleichung mit den Gleichgewicbtsbedingungen (313) 
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direkt die Werte fax die Größen der Zwangskräfte eQtnelimen, 
also z. B. für die a^-Komponente der Eesultierenden alier Zwangs- 
kräfte, die auf den Punkt 1 wirken: 

Die einzelnen Summanden bezieben sicli auf die von den ein- 
zelnen Bedingungen ausgeheEden Zwangskräfte. Kommt eine Ko- 
ordinate eines'Piinktes in einer Bedingungsgleieliung gar nieM vor, 
so liefert die Bedingimg auch keine entspreckende Komponente für 
die auf den Punkt wirkende Zwangskraft. 

Fragt man andereraeits nach den versehiedeaen Zwangskräften, 
die von einer bestimmtes Bedingung, z. B. /'=0, auf die verschie- 
denen Punkte ausgeübt werden, so stehen deren Komponenten in 
dem Verhältnis: 

i£.l^.^._^.iL. m%) 

b%' öj/j ' !)%■ bccji' öf/j,' ' 

welches eine Verallgemeinerung des für einen einzigen materiellen 
Punkt auf einer festen Fläche gültigen Ausdraekg (246) darstellt 

§ 99. Wir wollen jetzt das Prinzip der virtuellen Arbeit auf 
das Gleichgewicht eines freien oder unfreien starren Körpers an- 
wenden. Zwar haben -wir diesen-Fall schon oben behandelt, aber 
einmal ist es stets von Interesse, eine neue Methode auf ein schon 
anderweitig gelöstes Problem anzuwenden, weil man nur dadurch 
ihre eigentümlichen Eigenschaften kennen lernt', und außerdem 
werden wir auf diesem Wege zur Beantwortung einer Reihe von 
neuen Fragen geführt werden, die uns bei der Behandlung späterer 
Aufgaben zugute kommen wird. 

Ein starrer Körper ist ein System materieller Punkte, deren 
gegenseitige Entfernungen konstant bleiben; ob die Punkte in end- 
licher Anzahl vorhanden sind oder ob sie als xmendlich kleine 
Massenelemente einen Raum stetig erfüllen, ist hier gleichgültig. 

Wir fragen zunächst nach der Bedingung des Gleichgewichts 
eines um eine feste Achse di-ehbaren starren Körpers, auf den 



in bestimmten Angriffspunkten 1 

Wollte man die Bedingungsgleie 
hinschreiben und die oben beschrie 
anwenden, so würde man auf sehr lange Rechnungen geführt Viel 
bequemer ist es, das im §96 zuerst geschilderte Verfahren anzu- 
wenden und die Variationen sämtlicher Punktkoordinaten direkt 



treibende Kräfte wirken, 
.ehungen /"^O, r/: = 0, ■ ■ ■ ■ alle 
Lagrangesche Methode 
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zurückzuführen auf soviele unabhängige Variationen, als Grade 
Ton- Bewegungsfreiheit vorhanden sind. 

Nun hat ein starrer Körper mit einer festen Achse otfenbar 
nur einen einzigen Grad von Bewegungsfreiheit. Denn seine Lage 
ist bestimmt, wenn man den "Winkel kennt, welchen eine bestimmte 
durch die Drehungsachsa gelegte im Körper festlieg^ende Ebene 
mit einer ebenfalls dnrch die Drehungsachse gelegten im Eaume 
ruhenden Ebene bildet. 

Daher müssen sich sämtliche virtuellen Yerschiebungen durch 
eine einzige Variation, nämlich durch den unendlich kleinen Dre- 
hungswiukel ansi^rücken lassen. 

Dies gescMeht am einfachsten mittelst 'Einführung von Zy- 
linderkoordinaten: (>, <p, s, indem wir wie früher die Drehungs- 
achse zur 2-Achse machen. 

Dann ist für einen Punkt des starren Körpers: 
Xi =i>i cos 9)1 , j/i =?i sin (pi , ^i=z^ 
und die Variationen der Koordinaten, da p, und 2, bei der Dre- 
hung des Körpers um die ^-Achse konstant bleiben: 

I (Sa;, = — p, sin(iC[rf<P| , 

(326a) d'yi=(»iCOS(p,'Jq^, , 

1 (J2i=0. 

Nun ist ^9)1 für alle Punkte des Körpers gleich gToß, nämlich 
gleich dem Drehungswinkel, den wir mit £ bezeichnen wollen, 
folglich: 

(326b) (^2^1= — yi-S. Syi=x^-C, ÖZi = (i, 

und diese Werte in (321} eingesetzt,- ergeben die bei einer unend- 
lich kleinen Drehung des Körpers um den "Winkel ^ von den trei- 
benden Kräften geleistete Arbeit; 
(327) ■ ?-i>,g,i-y,3.0-^i)i,. 

Das ist nach § 91 das Produkt aus dem Drehungswinkel und 
dem Drehungsmoment der treibenden Kräfte um die «- Achse. [Wenn 
die treibenden Kräfte den urspi-ünglich ruhenden Körper in Be- 
wi^ung setzen, so ist nach (319) die Arbeit der treibenden Kräfte 
positiv, d. h. die Drehung erfolgt im Sinne desl.Drehungsmome]its. 
Wenn also das Dreliungsmoment Null ist, so vermögen die 
treibenden Kräfte keine positive Arbeit zu leisten, und der Köi-per 
muß in Euhe bleiben. So erhalten wir. als Gleichgewichtsbedin- 
gung wieder die Gleichung (310), aber auf formal viel einfacherem 
Wege als frülier. 
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Wenn der Körper aucli längs der Drelmngsaclise gleiten 
kann (vgl. § 91), so ist seine Verselüebnng eine allgemeinere, von 
zwei Variationen abhängige; dem Dretungswinkel £ nnd der allen 
Punkten des Körpers gemeinsamen Grleitungssti-ecke w, entsprechend 
. zwei Graden "von Eewegungsfreilieit. Die Variationen der Pnnkt- 
koordinaten werden dann: 

und das Prinzip der virtuellen Ai-beit (321) liefert: 

^■2{x,%,~y,%{)-\-iv- 1:%^^=^(^ (328) 

und folglich, da S und w Toneinaiider unabhängig sind, die beiden 
öleiehgewichtsbedingungen (310) und (311). 

§ 100. Jetzt nehmen wir in dem starren Körper nur einen 
einzigen Punkt als festgehalten an, um den der Körper frei, 
drehbar ist, und fragen zunächst nacli der Anzahl der Freiheits- 
grade dieses Systems. Um die Lage des Körpers zu charakteri- 
sieren, genl^t es nicht, die Lage eines seiner beweglichen Punkte 
anzugeben; daher führen wir, wie in § 56,' «in zweites rechtwink- 
liges und rechtshändiges Koordinatensystem x, y', / ein, das im 
Körper festliegt und mit ihm zusammen sich bewegen kann. Den 
Anfangspunkt lassen wir mit dem im festen Punkt liegenden An- 
fangspunkt des ruhenden Koordinatensystems x, y, s zusammen- 
fallen. Dann ist die Lage des Körpers durch die Lage des „ge- 
strichenen" Systems bestimmt, und hängt also nur von den neun 
Richtungscos «i , ■ ■ • -/g (§ 56) ab. 

In der Tat sind in den Transforniationsgleichungen: 

x^a^x -^a^y ^a^z , i 

y = ß,x' + ß^y' + ß^z', (329) 

z = '/^x' + y^y'^y^z' \ 

die gestrichenen Koordinaten für einen bestimmten materiellen 
Punkt des Körpers unabhängig von der Körperlage, und daher die 
Variationen der ungestrichenen Koordinaten: 

öx^x'äüj^ -\-y'6a2 -^ z'äa^ , i 

Sy^x'Öß, +y'dßi-^/6ß,, (330) 

Aber die Vai'iatlonen der Eiehtungscos stellen noch nicht die 
unabhängigen Variationen dar; denn sie sind, ebenso wie die Eieh- 
tungscos selber, durch eine Eeihe von Eelationen aneinander ge- 
knüpft 
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Zunächst hat man nach (32): 
t «J + ^ + 7? = l, 

(331) al + ^ + 7= = l, 
l a^ + ^ + 7^-1, 

und außerdem, da die gestrichenen Achsen eia rechtwinkliges Sy- 
stem bilden, nach (37): 

( «i«2 + ftft-|-r]72==0, 

(332) «2«3 + l^|53 + 75/s = 0, 

Das sind im ganzen secüs Relationen, aus denen hervorgeht, 
daß Tou den neun ßichtungscos nur drei willkiirlicli wäUbar und 
die anderen sechs durch sie bestimmt sind. Der bewegliche Körper 
besitat also drei Freiheitsgrade, und dementsprechend sind drei Be- 
dingungen für das Gleichgewiclit zu erwarten. Um sie zu finden, 
haben wir die Koordinatenvariationen (330) auf drei unabhängige, 
allen Punkten des Körpers gemeinsame Variationen zurückzuführen. 

Nuu würde es unzweckmäßig sein, von den neun Variationen 
(tß,, ■■■ irgend drei ■willkürlieh als unabhängig herauszugreifen, 
weil dadurch die Symmetrie der Gleichungen gestört würde. Wir 
verfahren besser indirekt, indem wir zunäclist in (330) die ge- 
ßtrichenen Koordinaten wieder durch die angestrichenen ersetzen, 
nach den Gleichungen (181). Dann ergibt sich: 
rfa: = («,(J«i +ß2<r«3 + K3<f«3)a; + (ß^öa^ +ß^6a2+ß3<Sa^)tl 

+ (7i -J«! + r2^ß2 + 73^^3)2 > 
<yy = (a,dß, +c,idß^ +'^s'h%)x + {ßiSßi+ß2äßi+ßiäß^)y 

+ {Yx^ßi+72äß2 + n6ß^)z, 
Sz^{aiÖYt+a^6y^ + a^öy^)x + {ß^ÖY, + ß26r2 + ß^Öy^Jy 

+ (7( ^n + 72^71 + rz'^Yi)^- 

Hier ergeben sich nun auf Grund der zwischen den ßichtungs- 
eos und ihren Vai-iationen bestehenden Eelationen erhebliche Ver- 
einfachungen. 

Zunächst ist nämlich leicht auf geometrischem Wege einzu- 
sehen, daß die Eelationen (331) und (332) ihre Gültigkeit behalten, 
wenn man in ihnen die Ziffern 1, 2, 3 mit den Buchstaben «, ß, 7, 
d. h. die gestrichenen Koordinatenachsen mit den ungestrichenen, 
vertauscht. Dann folgen die analogen BezielTingen: 

1 ^l + at + al = i, 

(333) l^x + ßl+ßl^i-, 

' "7! + r' + 7s = i 
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uad: 

ßt7i + ß3r2 + ßs7z — ^, (334) 

welche natürlich nichts wesentlich Nenes liefern, sondern in (331) uinl 
(332) schon mit enthalten sind. Durch Variation derselben ergibt sich: 
a^Ödi-}- aida^-}- ugdag^'^i) , 1 

und; 
aiÖß, + a,dß^ + a^äß^^-(ßiäa, + ß,6a^ + ßs6u,) = ^, | 
/3icf}'i + Ä<J7ü + |53tSr3=-(-Atfi3, + j'3'JA + ?'»'Sft)=g, (336) 

wenn wir zur Ahkiirznng die unendlich kleinen Größen g, tj, ^ ein- 
führen, die in der Bezeichnung den Buchstaben «, ß, y bzw. den 
ungestrichenen Koordinaten x, y, z entsprechen. 

Dann lauten die obigen Änsdrücke für die Koordinatenyaria- 
tionen einfach: 

i5x = )js — fJ/j I 

<Sy = ga;--i5, 1(337) 

6z = %y — r\x \ 

und erseheinen in dieser Form tatsächlich zurückgeführt auf di-ei 
voneinander unabhängige, allen Punkten des Körpers gemeinsame 
Variationsgrößen %, i\, C. 

Durcli Substitution in (321) ergibt sich die virtuelle Arbeit 

(3-21) der treibenden Kräfte, mit Benutzung der Abkürzung (306): 

g■3i, + ^■9^J, + ^^,, (338} 

und die Bedingung des Gleichgewichts ist das Verschwinden allei- 

drei Komponenten von 91, wie in (312). 

§ 101. Die tileicliungen (337) für die allgemeinste Verschie- 
bung der Punkte eines staiTen Körpers mit festem Koordinaten- 
anfangspunkt lassen sich nach (303) auch in Vektorform schreiben: 
rfr = [o,r], (339) 

wenn wir unter d denjenigen Vektor verstehen, dessen Kompo- 
nenten die uuendK-eh kleinen Größen g, »;, $ sind. Bei der Ein- 
fachheit dieser Formel liegt die Veimutung nahe, daß der Vektor o 
eine wichtige kinematische Bedeutung besitzt; wir wollen dieselbe 
jetzt näher nntersuchen. 

Planiili, Ällesmeme Meolvantl:, a. Aufl. 10 
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Für den speziellen Fall g = ü, >/ = (] gehe« die G-Ieicliiuigt;!! 
(837) über in: 

(340) öx^ — ^y, ^y=C,x, <S2 = U. 

Das sind genau die Ausdrücke (326b) der Koordliiatenvaria- 
tionen für eiae Drehung eines starren Körpers um die 2-Achse, 
und zwar um deu unendlich kleinen Winkel C. Ebenso stellen die 
Gleiehimgen: 

(341) dx^i}, dy^ — ^z, (S2 = g!/, 

(342) öx^fj^, tfy=0, Ö2 = — }jx 

Drehungen des Körpws um die x~ bzw. j/-Achse daa-, um die un- 
endlich kleinen Winkel g bzw. »/. 

Nun läßt sich leicht eiuseheu, daß man die allgemeinste Ver- 
schiebung (337) erhält, wenn man die Variationen (34ü), (341) und 
(342) für jede einzelne Koordinate addiert, d, b. wenn man den 
Körper den drei genannten Drehungen uacbeinander. in beliebiger 
Reihenfolge, unterwirft Allerdings muß man dabei beachten, daß, 
wenn die erste Drehung, etwa um die 2^-Achse, vollzogen ist, der 
ursprünglich in der Lage x, y, s befindliche materielle Punkt nun- 
mehr die Koordinaten x — C,y, y-\-C,x, s besitzt, und daß daher 
diese Werte, und nicht die Werte x, y, s in die Gleichungen (341) 
für die zweite Drehung einzusetzen sind, wenn man erfahren wül, 
an welche Stelle des Raumes der ursprünglich in x, y,.s befind- 
liche materielle Punkt durch die drei hintereinander ansgeflihrten 
Drehungen schließlich gelangt. Allein man überzeugt sich durch 
die Ausführung der Berechnung unmittelbar, daß dei- durch die 
Vernachlässigung des genannten Umstaiids bedingte Fehler yon 
■ kleinerer Größenordnung ist. Denn die genaueren Gleichungen 
lauten für die beiden ersten Drehungen zusammen: 

(ia; = — L;y, Öy = l,x — S,3, tf2==|(y-i- Cx). 

Hier ist das Glied mit g£ "von zweiter Ordnung anendlich 
klein und daher zu vernachlässigen. Das Entsprechende gilt für 
die Ausführung der dritten Drehung, 

Immerhin ersieht man aus dieser Betrachtung, daJJ bei end- 
lichen Drehungswinkeln das Resultat der nacheinander ausge- 
führten Drehungen nicht mehr unabhängig sein würde von der 
Reibenfolge, in der die Drehungen ausgeführt werden. Es ist dies 
ein spezieller Fall des allgemeinen Gesetzes von der ungestörten 
Superposition «nendlich kleiner Vorgänge, welches in letzter Linie 
■auf den mathematischon Satz hinauskommt, daß eine Fmiktion von 



H..te.by Google 



Statik eines beliobigon runktsystems. 147 

mehreren Vaa'iablen, solange dieselben unendlich klein sind, eine 
lineare Funktion ist. 

Wena wiu nun die Endlage ins Äuge fassen, die der Körper 
nach den drei Drehungen g, »;, C, einnimmt, so ei-halten wir von 
ihr eine sehr einfache Anschauung, wenn wir die Verschiebung be- 
rechnen, die ein raateiueller Punkt, der sich ursprünglich auf der 
Geraden; 

a^:y:0=g:*r5 (34:3) 

befand, im ganzen erlitten hat. Diese Gerade geht durch den Ko- 
ordinatenanfangspunkt und besitzt im allgemeinen endliche Rich- 
tnngswinkel mit den Koordinatenachsen. Die Gleichungen (337) 
ergeben hierfür: 

d. h.' der Punkt befindet sich am Schluß in der nämlichen Lagti 
wie am Anfang, Daher stellt die gesamte Verschiebung g, rj, L, ein- 
fach eine Drehung des Körpers um die Gerade (343) vor, und wir 
erhalten den Satz, daß die allgemeinste uueadlich kleine Ver- 
schiebung eines starren Körpers mit festem Punkt eine 
Drehung ist um eine durch diesen Punkt gehende Gerade. 
Natürlich ist sowohl die Richtung der Geraden als ancli die Größe 
des dazu gehörigen Drehungswinkels vollkommen bestimmt durch 
die Grßlien £, »/, C, und zwar ist nach (343) die Richtung der Ge- 
raden die Richtung des Vektors d. Die Größe des Drehungswinkels 
ergibt sich, wenn man die Größe der Verschiebung: 



aus (337) entnimmt und mit der Entfernung des Pnnlvtes x, y. z 
von der Drehungsachse: 

r ■ sin (v, o) 

dividiert. Die Rechnung ergibt dann, genau wie in (3(J4) und (3ifä}, 
für den [)rehungswinkel den Wert; 

also den absoluten Retrag- :o! des Vektors o. Man sagt daher auch: 
„die drei Rotationen g, ?/, g setzen sich nach Größe und Elchtmig 
zu einer einzigen resultierenden Rotation zusammen gemäß dtm 
Gesetz des Kräfteparallelepipeds". Dies hat aber natürlich nur 
den Sinn, daß die Rotationen, nacheinander in beliebiger Reihen- 
folge aasgeführt, eine Endlage des, Köi-pers ergeben, die auch 
herbeigeführt werden kann durch eine einzige Rotation mit den 
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bezeichneten Merkmalen. Denn von Kräftewirkiiugen ist bei allen 
diesen Betrachtungen überhaupt nicht die Eede. 

Nach diesen Sätzen kann man eine unendlich kleine Eotation 
und die Zasaramensetzung mehrerer solchei- Rotationen graphiscli 
vollständig symbolisieren durch eine vom festen Punkt ausgehende 
gerichtete Strecke, deren Ijänge die Größe des Rotationswinkels 
angibt, in einem geeigneten Maßstäbe, und deren Eiehtang die 
Eotationsaehse bezeichnet in dem § 83 deflniei-ten Sinne. Den End- 
punkt der Strecke kann man, zur Unterscheidung von dem Symbol 
einer Kraft, anstatt durch eine Pfeilspitze, durch ein rundes Häk- 
ehen markieren (Fig. 32), Mit diesen Symbolen läßt sieh nun genau 
so operieren wie mit denen von Kräften, insbesondere setzen sieh 

mehrere Eotationen um eine gemeinsame Achse auch 

" ~^ einfach durch algebraische Addition der Drehungs- 
^..-^ Winkel zu einer resultierenden Eotation zusammen, 

Fig. 32. "^iö ™^'' unmittelbar erkennt, wenn man die Ro- 

tationen nacheinander ausgeführt denkt. 
Hieraus ergibt sich nun auch sogleich die Antwort auf die 
Frage, welche Endlage der Körper einnimmt, wenn er einer be- 
liebten Anzahl von gegebenen (unendlich kleinen) Rotationen 
hintereinander unterworfen wird. Sind Oi, o^, Ob, — die einzelaen 
gegebenen Rotationen, so ist das Endresultat eine einzige Rotation: 
(344) D = 2oi, ' 

genau wie in Gleichung (67). 

Die Bedingung, daß die Endlage des Körpers mit seiner An- 
fangslage übereinstimmt, oder daß alle Rotationen sich gegenseitig 
aufbeben, ist d = o. 

§ 103, Alle im vorigen Pai-s^raphen abgeleiteten Sätze be- 
ziehen sich auf einen starren Körper mit einem festen Punkt; da- 
her gehen die Achsen aller bisher betrachteten Rotationen durch 
diesen einen Punkt hindui-ch. Es liegt aber nun die Frj^e nahe, 
■wie sich nnendlich kleine Rotationen zusammensetzen, deren Achsen 
sich nicht schneiden. Zur Beantwortung dieser Frage müssen wir 
uns natürlich von jetzt an den stai-ren Körper vollkommen frei 
denken. 

Hier offenbart sich nun der eigentümliche Vorteil der von uns 
im vorigen Kapitel bei der Zusammensetzung von Kräften be-. 
nutzten Methode. Denn obwohl hier gar nicht, von Kräften, son- 
dern nur von Verschiebungen die Rede ist, so läuft doch formal 
genommen diis hier zu behandelnde Problem genau anf das dortige 
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hüraus, was sich in der voUkommenen Übereiuatimmaug sowohl 
der Aasgaiigspunkte als auch der für die Lösung zu benutzenden 
Hilfsmittel zu erkennen gibt. 

Zunächst ist klaa-, daß das Symbol einer Rotation (Fig. 32), 
ohne daß seine kinematische Bedeutung eine andere wird, sich be- 
liebig in seiner eigenen Eichtung yersehieben läßt, sofern nur der 
Anfangspunkt dei- Strecke auf der Drehungsachse bleibt. Das 
entspricht genau der Verlegung des Ängpifispunktes einer Kraft 
In dei- Richtung der Kraft. Dag^en läßt sieh der Anfangspunkt 
, der-Strecke nicht seitlich Terscliieben; denn Eotationen um parallele 
Achsen sind niemals identisch, ebensowenig wie parallele Kräfte 
identiscli sind. 

Bedenken wir nun, daß wir für die ganze Entwicklung der 
Theorie der Kräfte an eineiu starren Körpei", in den §§ 78 bis 90, 
keine anderen Grundlagea benutzt haben als diejenigen, welche 
auch für unendlich kleine Rotationen gelten, so erhellt sogleich, 
da,ß wir hier für die Drehungen auf dem nämlichen Wege wieder 
zu dem nämlichen Resnltat kommen müssen wie doi-t für die 
Kräfte, und daß es infolgedessen vollkommen genügt, die Resul- 
tate direkt anzuführen und im übrigen auf die früheren Dai-- 
legungen zu verweisen. Somit dürfen wir ohne weiteres folgende 
Sätze aussprechen, die sich selbstverständlich sämtlich nur auf 
Uiiendltch kleine Rotationen beziehen. 

Rotationen um parallele Achsen setzen sich, falls sie in glei- 
chem Sinne erfolgen, mit Addition der Drehungswinkel zu einer 
einzigen Rotation um eine ihnen parallele Achse zusammen. Falls 
aber auch entgegengesetzt gerichtete (antiparallele) Rotationeü 
vorkommen, so resultiert im allgemeinen ebenfalls eine einzige 
Rotation, mit algebraischer Summation der Drehungswinkel. Eine 
Ausnahme bildet jedoch der Fall, daß die algebraische Summe der 
Drehungswinkel gleich Null ist. Dann heben sich die Rotationen 
entweder alle gegenseitig auf, oder, allgemeiner, es bleiben zwei 
gleiche antiparallele Rotationen übrig, die als „Rotationspaai'" be- 
zeichnet werden (§81). Ein Eotationspaar stellt also eine Ver- 
schiebung des Körpers dar, welche nicht als Drehung aufgefaßt 
werden kann. Es ist ein Vektor q, dessen absoluter Betrag gleich 
ist dem „Moment" des Rotationspaares, d. h. dem Produkt des 
Drehnngswinkels und des Abstandes der beiden Drehungsachsen, 
und dessen Richtung senkrecht steht auf dei- dnrch dieselben be- 
stimmten Ebene des Rotationspaares, in dem durch die beiden 
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Eotationsriehtangen bedingten Sinae. Dieser Vektor kann symboli- 
siert werden durch eine an einem Endpunkt mit einem Doppel- 
häkchen versehene Strecke, wie in Fig. 33., wo auch die beiden 
dadurch bezeichneten Dotationen perspektivisch punktiert gezeichnet 
sind, hü Gegensatz zu dem Symbol einer einfachen Rotation kann 
dasjenige eines Rotationspaares auch seitlich beliebig verschoben 
werden, ohne daß seine kinematische Bedeutung sich ändert (§ 83). 
Unterwirft man den Körper verschiedenen ganz beliebigen Eota- 
tioaspaaren C|i, q^, qg, ■ ■ - -, so resultiert stets wieder ein Rotations- 
paar q, und zwar einfach diircb vektoriellc Addition (§ 84): 
(344a) q = -5;q,. 

Die Einfachheit der Eigenschaften der Eotatiouspaare laßt 
schon vermuten, daß einem Rotationspaar auch eine einfache kine- 




Fig. 33. 

matische Bedeutung zukommt; wir können dieselbe leicht fest- 
stellen, indem wir nach der Verschiebung fragen, die der Körper 
durch zwei gleiche antiparallele Rotationen erfäht-t. Nehmen wir 
die eine Drehungsachse zur ic-Achse, den Arm k des Rotations- 
paares zur y-Achse (Fig. 34), so genügt es vollkommen, die Ver- 
schiebung zu berechnen, die ein ursprünglich in einer Koordinaten- 
ebene beündlicher Punkt des "Körpers durch die beiden nachein- 
ander ausgeführten Drehungen erfährt Für einen Punkt der 
a;y-Ebene (^ = 0) z.B. ist die Verschiebung jedesmal parallel der 
2--Achse gerichtet, nämlich für die eine Rotation öiS = ^y, für die 
andere Rotation rfä^ = — s(y — ^), zusammen: 
(345) 63 = 6^2+ d^^^^k. 

Die Verschiebung ist also für alle Punkte der 3:y-Ebene und 
daher auch für alle Punkte des Körpers gleich groß und gleich 
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gerichtet. Eine derartige VerschiebuDg des Körpoi-s heißt eine 
Translation. Wii- haben demnach ganz allgemein den Satz, daß 
ein Botationspaar q nichts anderes vorstellt als eine Translation, 
deren GriSße nach (ßAä) das Moment Inj des ßotationspaares ist, 
lind deren Richtung mit der Achse des Kotationspaares zasam- 
menfällt. 

Nun gewinnt auch die Gleichung {344 a) bezüglich der Zusam- 
mensetznng yerscMeden gerichteter Rotation apaare, bzw. Trans- 
lationen, eine neue anschauliche Bedeutung, und ebenso der Satz, 
daß der Vektor eines Rotationspaares auch seitlich beliebig ver- 
schoben werden kann. Denn bei einei' Translation eines Körpers 
sind, im Gegensatz zu einer Drehung oder einer Kraft, alle zu der 
Richtung des Vektors parallelen Geraden gleichbedeutend. 

Ferner gilt folgender Satz (§ 85). Eine Rotation o um eine 
Achse, die durch irgendeinen Punkt r geht, ist kinematisch gleich- 
bedeutend mit einer Rotation o um eine parallele Achse durch den 
Koordinatenanfangspunkt, zusammen mit einer Translation; 

q = [r,ü]', (346) 

die nach Größe und Richtung zusammenfällt mit der Vei"sehiobung, 
welche der Koordinatenanfangspunkt durch die ursprünglich an- 
genommene Rotation erleidet (§ 87). 

Endlich können wir auch die am Anfang dieses ParagTaphen 
aufgewoifene Frage nach der Zusammensetzung beliebiger Rota- 
tionen allgemein beantworten (§ 88). Wenn ein freier starrer 
Körper beliebig vielen unendlich kleinen Rotationen Dj, Oj, Oj, — , 
deren Achsen durch die Punkte i"i, i'a, Vg, ■■■■ hindurchgehen, in be- 
liebiger Reihenfolge unterworfen wird, so ist die resultierende Ver- 
schiebung des Korpers äquivalent einer einzigen Rotation d um 
den Koordinateuaufangspunkt, verbunden mit einer Translation q, 
wenn : 

o=vdi, .i = ^[Vi,Di]. ■ (347) 

Dabei hängt o nicht ab von der Wahl des Koordijiatenanfangs- 
Punktes, wohl aber q. 

§ 103. Bevor wir weitergehen, wollen wir uns nocli über- 
zeugen, daß die Verschiebung (347) des Körpers auch die all- 
gemeinste unendlich kleine Vei'schiebung ist, die er überhaupt 
erleiden kann. In der Tat: Wie sich auch der Körper verschieben 
möge, nun kann die Verschiebung offenbar stets hervorbringen 
durch eine Translation, die so bemessen ist, daß der Koordinaten- 
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■aiifangspaiifct (genauer: der materielle Punkt, der m-sprüngücli im 
Koordinatenanfangspußkt liegt) in seine Endlage gebracht wird, 
und liiei'auffolgend eine Rotation um den festgehaltenen Anfangs- 
punkt Ob diese Rotation um den (im Räume ruhenden) Koordi- 
nateaanfangspuakt erfolgt oder um den materiellen Punkt, ■welchtr 
vor der Translation im Koordinatenanfangapunkt lag, bedingt nur 
einen verschwindend kleinen Untei'scbied im Resultat, da Punkte, 
welche der Drehungsachse unendlich nahe liegen, durch die 
Drehung nur unendlich kleine Verschiebungen höherer Ordnung 
erleiden. 

Nach diesem Ergebnis können wir das Prinzip der virtuellen 
Arbeit unmittelbar zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung 
eines freien starren Körpers benutzen. Es mögen au den Punkten 
Vi, Va, ■ ■ ■ des Körpers die treibenden Kräfte %i, t5ai ■ ■ ■ ■ aagreifen. 
Dann denken wir uns dem Körper die allgemeinste virtuelle Ver- 
schiebung erteilt durch eine Rotation o um den Aniangspunkt und 
eine Translation q. Die Verschiebung eines Punktes des Körpers 
wird dadurch nach (339): 

(348) rfri = q + [D, Vil, 

wobei ci und o ohne Index bleiben, da sie allen Punkten des Körpers 
gemeinsam sind. Dieser "Wert in den Ausdruck (321) der virtu- 
ellen Arbeit eingesetzt, ergibt nach leichter Umformung für das 
Gleichgewicht die Bedingung: 

(349) ^^, ■ tfvi = q ■ :S^, + ■ 2[i\, ^,] = , 

und, da q und o gänzlich beliebig sind, so folgen die Gleichungen 
(306 a), entsprechend den sechs Freiheitsgraden des Systems. 

§ IflSa. Kehren wir noch einmal zu den- kinematischen Be- 
trachtungen des % 102 zurück und, verfolgen die Analogie des Sy- 
stems der Rotationen mit dem System der Kräfte noch etwas 
weiter, im Sinne der §§ 88 bis 90. Dann können wir sogleich 
fönende Sätze aussprechen. 

Die allgemeinste unendlich kleine Verschiebung eines freien 
staiTen Körpei-s läßt sieh auch darstellen als Resultat zweier 
Rotationen, deren Achsen sich nicht schneiden. Ferner: Es ist 
immer möglich, den Koordinaten auf angsp unkt 0^ so zu wählen, 
daß die Gesamtverschiebnng (347) des Körpers dai'gestellt wird 
durch eine einzige Rotation d um Oo und eine Translation flo, 
welche in die Richtung der Drehungsachse fällt. Diese spezielle 
durch Ot, gehende Achse o heißt die „Zentralachse" der Rotationen, 
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welche die Versehiebung (347) herbeiführen. Die eiitspret-heude 
Translation q,, ist die kleiaste water allen Translationen q, welche 
anderen Anfangspunkten entsprechen. Eine solche VerschiebHBg 
(i3, qo) heißt eine „Schraubenbewegang", Daher läßt sich eine jede 
unendlich kleine Verschiebung eines starren Körpers als eine 
Schraubenbewegung auffassen. In speziellen Fällen artet die 
Sehraubenbewegung aus in eine reine Drehung (cto = 0) oder in eine 
reine Translation (o = 0). 

§ 104-. Im Bisherigen haben wir die treibenden Kräfte % 
stets als gegeben angenommen and über ihre Beschaffenheit keine 
näheren Voraussetzungen genuacht. Es ist aber selbstverständlich 
von größter Wichtigkeit, auch über diese Kräfte einiges Allgemeine 
aussagen zu können; wenden wir uns daher jetzt noch etwas ihrer 
. Betrachtung zu. 

In der Mechanik eines einzelnen materiellen Punktes haben 
wir schon gesehen (§36), daß, wenn die resultierende treibende 
Kraft % von Zentralkräften herrührt, ihre Komponenten die Ab- 
geleiteten einer bestimmten Funktion, des negativen Potentials — U, 
nach den Koordinaten des Punktes sind, oder, was dasselbe be- 
deutet, daß die Arbeit der treibenden Kräfte das vollständige 
Differential von — U bildet. Ganz dasselbe läßt sich in dem Falle 
eines beliebigen Panktsystenis behaupten, und zwar sowohl dann, 
wenn die Kräfte von festen Zenti'en herrühren, als auch dann, 
wenn die bewegten Punkte gegenseitig mit Zentralkräften auf- 
einander wirken. 

Zum Beweise diesra: Behauptung bedenken wir, daß die Gesamt- 
arbeit der treibenden Kräfte hei irgendeiner Bewegung des Punkt7 
Systems die Summe der Arbeiten allei" einzelnen Kräfte ist, und 
betrachten demnach die Glieder dieser Summe einzeln. Was uuu 
zunächst die von festen Zentren herrührenden Kräfte betrifft, so 
erkennt man ohne weiteres, daß deren Arbeit an jedem der be- 
wegten Punkte 1, 2, 3, ■ ■ ■ einzeln durch ein vollständiges Diffe- 
rential — düj, —dU^, —dUs, ■ ■ ■ ■ dargestellt wird, nach dem im 
§ 36 geführten Beweis. Bezüglich der gegenseitigen Wirkungen 
der bewegten Punkte denken wir uns ebenfalls die Gesamtarbeit 
zerlegt in die Arbeiten der Kräfte, welche zwei Punkte aufein- 
ander ausüben, z. B. die Punkte 1 und 2. Diese Arbeit ist von 
der Form: 

X^^dXi + Y^^dy, + Z^^dz, + X^,ax, -\ ■ Y.,^dy., + Z^jc/s,, (35<l) 



H..te.by Google 



154 H. Toit. 2. Kiipitel. 

wobei der erste der beiden Indizes den Punkt bedeutet, auf den 

die Kraftkompouente wirkt, der zweite den Punkt, von dem sie 

herrährt Bezeichnet man nun die Größe der Kraft mit /(»■la^ 

positiv, wenn sie eine anziehende ist, wobei: 

(351) r„- - (X, -x,)' + [y, - »,)> + (j, - j,)' , 

30 gelten für die sechs Kräftekomponenten die öleichungen (106). 

und der Ausdruck (350) der Arbeit wird: 

(352)" =-fin,)dTy^-^-äF{r,^), 

nach der schon in (101) eingeführten Bezeichnung. 
Setzen wir demnach das Kräftepotential: 

(353) D"=:2C/, + j;-P(r,a), 

1 i,a 

die zweite Summation erstreckt über alle paarweisen Kombina- 
tionen der Punkte, so ist die bei irgendeiner "Verschiebung der 
Punkte von allen Zentralki'äften geleistete Arbeit: 

(354) S:%^^dx^'=—äU, 

Hud die negative Abgeleitete von ü nach irgendeiner Koordinate 
stellt die entsprechende resultierende Kraftkomponente dar. 

Wenn wir uns das ganze Punktsystem zerlegt denken in 
zwei Teilsysteme, so erhellt aus der Gleichung (353), daß das 
Potential des gesamten Systems nicht etwa gleich ist der Summe 
der Potentiale der einzelnen Systeme, sondern daß zu diesen 
Potentialen, den „Selbstpotentialen" der beiden Systeme, noch 
hinzutritt das „Potential des einen Systeme auf das andere 
System''. Entsprechendes gilt für die Zerlegung in mehr als 
zwei Systeme. 

§ 105. Wenn wir jetzt die Sätze des § 95 auf den Fall an- 
wenden, daß die treibenden Kräfte g ein Potential ü haben, so 
gelangen wir zu Schlüssen, welche eine Verallgemeinerung der 
schon in § 67 gewonnenen darstellen. Zunäclist ist nach (354) 
und (319): 

(355) tii7<0, 

d. h. wenn ein ursprünglich ruhendes, beliebigen vorgeschriebenen 
Bedingungen unterworfenes Punktsystem durch Zentralkräffce in 
Bewegung gesetzt wird, nimmt dabei das Potential ab. Man kann 
das auch so ausdmcken: ..Die Kräfte suehou das Potential zu 
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verkleiiiei'ii". Wenn aber im Sinne von (320) für jede mögliche 
Tirtuelle Versehiebniig: 

öU>ii, (356) 

so bestellt Gleichgewicht Üenn wenn den Kriifteu keine Möglichkeit 
gewährt ist, das Potential zn verkleinern, so können sie anch keine 
Veränderung der Lage des Punktsystems bewirken. 

Man kann noch weitergehen. Wenn in einer gewissen Lage 
des Punktsystems die Funktion ü den kleinsten Wert besitzt, den 
sie mit Eticksicht auf die vorgeschriebenen Bedingungen liberhanpt 
annehmen kann, dann befindet sich das System in dieser Lage 
im stabilen G-leichgewicht. Denn es gilt dann nicht nur die 
G-leichgewichtsbedingung dt7"=o, sondern das System kehrt auch, 
ein wenig ans der Gleichgewichtslage gebracht und dann rnhend 
sich selber überlassen, nach (355) in die Gleichgewichtslage zurück, 
da durch eine andere Verschiebung das Potential nicht verkleinert 
werden kann. Umgekehrt ist für ein Maximum von U das Gleich- 
gewicht labil, weil das Punktsystem, aus dieser Lage gebracht, 
nach (355) unmöglich in dieselbe zurückkehren kann. Ist aber U 
von den Koordinaten der Punkte ganz unabhängig, so ist ebenfalls 
(S£r=o, also Gleichgewicht, aber dies Gleichgewicht ist indifferent, 
d. h. es besteht in jeder Lage der Punkte. 

§ 106, Als ein einfaches Beispiel der hier abgeleiteten Sätze 
betrachten wir ein System diskreter oder stetig angeordneter 
schwerer Massenpnnkte m^, m^, m^, ■ ■ -, die beliebigen Tor- 
geschriebenen Bedingungen unterliegen, also etwa zum Teil starr 
miteinander verbunden oder fest sind, u. dgl. Da die Schwer- 
kraft eine Zenü-alkraft ist, so besitzen hier die treibenden Kräfte 
ein Potential, welches sich nach (354) und (76a), wenn die 
«-Achse vertikal nach oben angenommen wird, ans der Gleichung 
ergibt: 

S^i -dt] ^-^g2!midzi = — d(J. 
und nach (287): 

U^gSf^-i:m, + const, (357) 

d. h. das Schwerepotential eines Punktsystems ist, bis auf eine be- 
langlose additive Konstante, das Produkt der Beschleunigung der 
Schwere, der gesamten Masse des Systems und der Höhe des 
Schwerpunktes. Da in diesem Produkt die Schwerpunktshöhe z^ 
die einzige Variable ist, so erhalten wir nach dem vorigen Para- 
graphen deu allgemeinen Satz, daß jeder Übergang eines solchen 
Punktsystems ans ßuhe in Bewegung mit einer Senkung des 
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Schwerpunktes veibuEdeii ist, und daß ein Maximum, ein Mini- 
mum oder Unveränderlichkeit der Sdiwerpunktshölie labiles, stabiles 
oder indijferentes GleichgewicM bedeutet. In manchen Fällen 
ist die Riehtiglceit dieses Satzes unmittelbar einleuchtend, so z.B. 
wenn bei einem staiTen Köi'per mit festem Drehpunkt der Schwer- 
punkt über, unter oder in dem Drehpunkt liegt. Aber in anderen 
Fällen führt er zu Folgerungen, die nicht von vornherein als 
selbstverständlich erscheinen. Hängen wir z. B. eine schwere Kette 
von beliebiger Art, mit gleichen oder ungleichen Gliedern, an zwei 
festen Punkten auf und lassen sie zwischen ihnen ft'ei herabhängen, 
so nimmt die Kette im stabilen Gleichgewicht unter allen mög- 
lichen Lagen stets diejenige ein, bei welcher ihr Schwerpunkt am 
tiefsten liegt. Aus dieser Bedingung läßt sich die Gleichgewiehts- 
l'orm der Kette berechnen. 

§ 107. Nach den dreidimensionalen starren Kürpern wollen 
wir noch ein anderes Beispiel eines teilweise unfreien Punkt- 
systems behandeln: einen undehnbaren vollkommen bieg- 
samen Faden. Ein solcher stellt eine einfach unendliche Keihe 
von eindimensionalen, also linearen unendlich kleinen staj-ren 
Massenelementen vor, deren jedes an seinen Endpunkten mit dem 
vorhergehenden und mit dem folgenden Element frei drehbar 
verbunden ist. Nur der Anfangspunkt und der Endpunkt des 
Fadens sind unverbunden und besonderen Bediugnngen unter- 
worfen. Auf den Faden mögen gegebene ti'eibende Kräfte wirken; 
wii' wollen sie stetig über seine Elemente verteilt annehmen, in- 
dem die auf das Bogeuelement ds des Fadens wirkende Kraft die 
Komponente]! : 

(358) %ßs, %yds, %ds 

besitzen möge. Die beiden Endpunkte des Fadens mögen festliegen. 
Gefr^t ist nach der Gleichgewichtslage des i'adens. 

Wir wollen diese Aufgabe wiederum nach jeder der beiden 
Methoden behandeln, die wir kennen gelernt haben, und von denen 
jede ihre besonderen Vorzüge hat: zuerst mittelst Einfühi-nng 
der Zwangskräfte, dann mittelst des Prinzips der virtuellen Arbeit. 

Was die Zwangskräfte betrifft, welche die Undehnbarkeit des 
Fadens bedingen, so sind die in einem Punkt P des Fadens wir- 
kenden Zwangskräfte dadurch definiert, daß sie die Kräfte vor- 
stellen, welche man. an dem Punkt P anbringen muß, damit der 
mechanische Zustand des betrachteten Punktsystems in keiner 
Weise gestört wird, falls man sich den Faden in diesem Punkte 
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diircliaclinitten denkt. Offenbar hat man hierzu in .P zwei Kräfte 
anzubringen, welche die Zwangskräfte darstellen, mit denen die 
beiden in P zusammenstoßenden Fadenelemente aufeinander wirken. 
Dieselben sind nach dem Prinzip von Wirkung und öegenwirfcnno 
an Größe gleich, au Richtung entgegengesetzt und heißen die 
„Spannung" S des Fadens im Punkte F. 

Die Größe 8 wird sich im allgemeinen von Punkt zu Punkt 
ändern. Die Richtung von S fällt, da der Zwang nui- gegen Vei-- 
längernng, nicht aber gegen Verbieguug wirkt, an jedem Punkte 
zusammen mit der Richtung der Tangente der Fadenkurve. 

ö-leichgewicht wird dann vorhanden sein, wenn sich jedes 
Fadenelement im Gleichgewicht befindet. Betrachten wir also ein 
solches Fadenelement PQ von der liänge äs (E'ig. 35), Auf das- 
selbe wirken drei Kräfte: er- 
stens die Spannung 8 im Punkt 
P, zweitens die Spannung S + dS 
im Punkt Q, drittens die trei- 
bende Kraft g-(fe. Wir bilden 
von diesen drei Kräften die x- 
Komponenten und setzen ihre 
Summe gleich Nnll, Die Span- 
nung in P wirkt auf das Faden- 
elemeut tangentiell in der Rich- 
tung abnehmender s, wenn wir fiu- die Endpunkte A und B de^ 
ganzen Fadens: 

5=0 und s=^l (Fadenlänge) (359) 

setzen; also ist die gesuchte Komponente: —8^ . Die Spannung 
in Q besitzt andere Größe und andere Richtung als die in P, auch 
abgesehen von dem entgegengesetzten Vorzeichen. Dahei: ist ihre 
ai-Komponente: 

Somit ergeben die drei Komponenten zueinander addiert, mit 
Weglassung des gemeinsamen Faktors äs: 

eieEBOiilsgl+g^-O, (;i6(J) 
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Hierdureli ist die Aufgabe nach allea RichtuEgen gelöst. Demi 
diese drei Gleichimgert ergeben nicht nur, durch Elimißation von S, 
die beiden Gleichungen der öleichgewicMskurTe des Fadens, son- 
dern auch die Größe der Spannung in jedem Punkte desselben. 
Einer besonderen Gleichgewiehtsbedingiing für die Endpunkte des 
Fadens A und B bedarf es nicht, da diese Punkte fest sind. 

§ 108. Nun wollen wir dieselbe Aufgabe mit dem Prinzip dei- 
virtuellen Arbeit behandeln. Dazu müssen wir die a,Ugemeinsten 
Ausdrücke aufstellen für die virtuellen Verschiebungen aller Punkte 
x,y, z des Fadens. Da alle einzelnen Längenelemente starr sind, so 
ist die Variation von äfs oder die von dss=(^a;2_|.(iya_|.dga gleich 
l^ull, also: 
(-gg^j d,x ■ ddx + dy ■ 6dy + dz ■ Säz = . 

Daiflit der Sinn dieser Ausdrücke deutlich heiTOrtritt, können 
wir uns denken, daß die Koordinaten x, y, z außer von dem Para- 
meter s noch von einem zweiten, ganz beliebig gewählten end- 
lichen Parameter j) abhängen. Einem bestimmten Wert von p ent- 
spricht dann eine bestimmte Fadenkurve, einem geänderten Wert 
2» + dp eine bestimmte unendlich benachbarte Kurve, welche die 
Lagen der variierten Punkte des Fadens darstellt. Dabei ist 
§x=^ (Sj), usw. Die Operationen d und (i, welche den Änderungen 
äs imd dj) entsprechen, sind ganz unabhängig voneinander, und 
daher vertauschbar: 6dx = ädx, usw. 

Die Gleichung (361) stellt unendlich viele feste Bedingungen 
von der Form (322) vor, wir wenden auf sie das in § 97 geschil- 
derte Lagrangesche Eliminationsverfahren an, indem wir sie mit 
zunächst unbestimmt gelassenen, von Gleichung zu Gleichung ver- 
schiedenen Faktoren multiplizieren, dann zueinander und zu der 
virtuellen Arbeit addieren, und hierauf die Vaiiationen dx, öy, Öz 
als unabhängig voneinander behandeln, Äcf diese Weise erhalten 
wir zunächst aus (361): 



./(; 



■dx d6;i) , dy (Uy dv di-\:\ -. „ 



M-obei / eine ganz beliebige Funktion von' s sein kann, sodann 
durch Addition zur virtuellen Arbeit der treibenden Kräfte (358); 



/P 



f.. „ , ..dx d6x , 
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Um diesen Ausdruck auf die unabhängigen Yariationeu äx 
äy, 6z zu reduzieren, ist noch eine Umformußg nötig, da 6x 
in dem Glied mit X nicht explizite, sondern nach s differentiiert 
auftritt. Dies kanu gescheheji durch Äusfulirung einei' partiellen 
Integration ; 

Tv-obei das erste Glied rechts yersehwindet, weil die Endpunkte 
des Fadens fest sind. Daher erbalten wir nuiimehr als Gleich- 
gewiehtsbedingnng : 

/(3.-i (ig)) •»»^'i'' +■•■-« 

und durch Nullsetzen der Koeffizieuten aller einzeUieii Variationen 
für jedes i'adcnelcment: 

s.-Ä(i£)-«, («) 

Die Elimination toh X aus diesen drei Gleichungen ergibt 
offenbar die nämliche Kurve wie in (360) und damit Übereinstim- 
mung der Resultate. 

Der Vorteil des Prinzips der virtuellen Arbeit besteht, wie 
immer , in der Unabhängigkeit dieser Methode von speziellen 
mechanischen Betrachtungen. Dafür gewährt sie anderei-seits 
keinen näheren Einblick in die mechanischen Verhältnisse. Denn 
die physikalische Bedeutung von X ergibt sich erst durch Ver- 
gleichnag mit den Gleichungen (360), welche zeigen, daß X die 
negative Spannung ist. 

§ 109. Wir ziehen aus den Gleichungen (360) zunächst einige 
Folgerungen allgemeinerer Art. Schreibt man dieselben in der 
Form: 

unütipliziert sie mit den Eichtungscos der Binormalen (§ 2Ö) der 
Kurve und addiert, so erhellt, daß die Richtung von ^ in der Krüm- 
mungsebene der Padenkui've liegt, wie sich auch nach einer ein- 
fachen physikalischen Überlegung als notwendig erweist. 

Multipliziert man sie aber mit den Eichtungscos des Bogen- 
elements ds und addiert, so ergibt sich nach (73) und (73a): 
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d. li. die Verändei-liclikeit der Spannung längs dem Faden wird gii- 
messeii durch die Komponente von g in ^e^ Richtung des Fadens. 
Stellt die Kraft % überall senkrecht auf der Fadenkurve, so ist 
die Spannung überall die nämliche. 

Wenn die Kraft g ein Potential hat, so ist: 

(366) '^ ~ |J=« , 8^ü+ eonst , 

d, h. die Spannung ist gleich dem (auf die Längeneinheit bezoge- 
nen) Potential bis auf eine additive Konstanta 

§ HO. Nehmen wir jetzt an, die treibende Kraft sei die 
Schwere, und der Faden sei homogen; dann wird seine Gleich- 
gewichtsform als gemeine Kettenlinie bezeichnet. Wenn die 
Masse des ganzen Fadens M ist, so ist die desFadenelements ds 
gleich ^ ■ -7- , und die Komponenten (358) der darauf wirkenden 
Kraft werden: 
(367) g,= 0, 5, = 0, %,ds=^-M-'^-g. 

Das Potential der Kraft % ist demnach: 
(36S) ;7=^g'2 + const. 

Nach § 109 liegt die Fadenknrve in einer vertikalen Ebene, 
die durcli die Endpunkte Ä und B des Fadens bestimmt ist. 
Machen wir sie zur ajg-Ebene, so reduzieren sieh die Gleichungen 
(360) auf: 

Integriert : 

(369) Sji 

(370) s2-^?(s+c,), 

wobei c und c^ zwei Konstaute von der Dimension einer Länge 
Torstellen. 

Wei-tvoll ist auch die sich aus (366) und (368) ergebende Be- 
zieliung : 

(371) s='^^^{z + c,). 



t 
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Zar Aufstellung der Knrvengleichimg in reelitwiiikiigen Ko- 
jrflinaten eliminiert man am bequemsten S aus (369) und (371): 



Durch Substitution von äs^^dx^ + ds^ gelangt man dann zur 
Differ entialgleicliung : 

deren Integral ist; 



a; = clog|':"/' + |/f--^^f-l) + ^3 (372) 

oder, nach s aufgelöst: 

,^l{e'^''+e-'^')-c,. (373) 

Die vier konstanten Längen c, c^, c^, Ca ergeben sich aus den 
beiden Gleichungen (359) und den beiden Bedingungen, daß die 
gegebenen Punkte A und B auf der Kurve liegen. 

Die einfachste Form gewinnt die Gleichung_^^d^r gemeinen 
Kettenlinie, weaa man den Koordinatenanfangspunict im Punltte 
x—Cg, 2 = — Cj wählt. Dann lautet sie; 

j^ -^^ 

^ — ■yVe'^ +e ;• (374) 

Die Kurve verläuft symmetrisch zu beiden Seiten der s^-Aehse, 
sie steigt für zunehmende oder abnehmende x rasch ia die Hühe und 
besitzt ilir Minimum im Punkte ;n:^0 oder: 

Statt der Punkte A und B können natürlich irgend zwei be- 
liebige andere Punkt« der Kurve, auf verachiedenen Seiten oder 
auch auf der nämlichen Seite des Minimums, als feste Äufhänge- 
punkte gewählt werden, ohne daß die Form der Kurve sich ändei't 
Die Spannung S ist dann nach (371) einfach: 

S^^fs, (375) 

ilir minimaler Wert also —rc- 

§ 111. Wir wollen noch das Gleichgewicht eines Fadena be- 
trachten, der auf einer festen Fläche fix, y, k) = ausgeapannt iat, 
und zwar nehmen wir gleich den speziellen Fall, daß nur auf den 
Endpunkt B des Fadens eine treibende Kraft ^ wirkt. Man kann 

PUnek, Allgemsins Meclianik. S. Anfl. 31 
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sich dies dadiircli realisiei't denken, daß der Faden in dem Punkt ii 
der Fläche gefestigt und in dem Punkt B der Fläche dm-ch einen 
kleinen dort befestigten Bing gezogen ist, wo er von dei" Kraft g 
straff angespannt ■wird. Natürlich wendet die feste Fläche dem 
Faden ihre konvexe Seite zu; denn sonst würde er sich gar nielit 
an sie anlegen. Die Gleichungen (360) werden daiüi: 

(m i(sS) + 8.-». 

wobei die Komponenten der von der festen Fläche auf die Längen- 
einheit des Fadens ausgeübten Zwangskraft Q der Bedingung (246) 
genügen. ^Hieraus und aus der Gieichnng der Fläche /'=0, odei- 
auch, in differentiierter Form: 
,„ , '6f dx bfdy (>f<l'-'-i_., 

*-^^^^ Wdi+J^'da ■*■ öi^ris "■" 

ergibt sich die Gleichung der Fadenkurve, die Spannung S des 
Fadens und die auf. ihn wirkende Zwangskraft 3, welche nach dem 
Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung zugleich auch den Di-uck 
darstellt, den die Fläche von dem gespannten Faden erleidet. 

Maltiplizieren wir die Gleichungen (376) mit ^7 t^^ay. und 
addieren, so ergibt sieh mit Rücksicht .auf (246) und (377): 

(378) '-^ = 0, Ä = const., 

d. h. die Spannung des Fadens ist übei'all die nämliche und gleich 
der Größe F der treibenden Kraft, da sie in B dieser Kraft das 
Gleichgewicht hält, — ein Resultat, das sieh auch direkt aus (365) 
ergibt, wenn man bedenkt, daß die Zwangskraft 3 überall senk- 
recht steht auf der Fadenkurve. Dadurch vereinfachen sich die 
Gleichungen (376) zu: 

(379) -F-S+B.-», ■■■■. 
woraus sich die Größe der Zwangskraft eingibt: 

i8i'--F'-{(S)'+(S)'+gr/ 

oder nach (74): 

(380) I3l = f, 

d. h. die Größe des von dem Faden auf die Fläche aasgeübten 
Druckes ist für die Längeneinheit gleich dem Quotienten aus der 
spannenden Kraft und dem Krümmungsradius der Fadenkui-ve. 
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Je starke]- gekrümmt die Kurve ist, um so größer wird dieser 
Druck, füi' eine gerade Linie versehwindet er ganz. 

Da die Richtung von Q durch (246) gegeben ist, so folgen aue 
(37.9) für die Fadeiikurve die Gleichungen (250), weiche besagen, 
daß der Faden im Gleichgemcht die Form einer geodätischen Linie 
auf der Fläche annimmt, welche durch die Punkte A und B hin- 
durchgeht. 

Eierans folgt mit Rücksicht auf das Prinzip der vii-tuellen 
Arbeit eine neue' wichtige Eigenschaft der geodätischen Linien, 
Nach jenem Prinzip befindet sich nämlich der Faden dann im sta- 
bilen Gleichgewicht, wenn er unter allen Kurven, die auf dei- Fläche 
von A nach B gezogen werden können, diejenige von kürzester 
Länge einnimmt. Denn sonst würde die treibende Kraft %, die 
einzige, welche überhaupt vorhanden ist, durch Anziehen des Fadens 
durch den Ring B hindui-ch positive Arbeit leisten können (§'9ö)- 
Daher ist jede KuiTe kürzester Länge auf der Fläche zugleich 
eine geodätische Linie derselben. Diese Eigenschaft hat den geo- 
dätischen Linien ihren Namen gegeben, da die Entfernung je 
zweier Punkte der Erdoberfläche auf der kürzesten Verbindungs- 
linie gemessen wird. 

Auf einer Kugel sind die kürzesten Linien die gj'ößten Kreise, 
itt einer Ebene die Geraden. 

Der Satz läßt sich aber nicht allgemein umkehren, d, h. eine 
geodätische Linie ist nicht immer die kürzeste zwischen zweien 
ihrer Punkte, ebenso wie die Gleichung ((s = zwar eine notwen- 
dige, ahm- nicht immer zugleich die hinreichende Bedingung für 
das Minimum von s ist. In der Tat verliert z. B. ein ßogenstück 
eines größten Kreises auf einer Kugel die Eigenschaft, die kürzeste 
Verbindungslinie zwischen seinen Endpunkten zu sein, wenn die 
Länge des Bogenstückes größer wird als der halbe Kreisumfang. 
Dann befindet sich ein darauf ausgespannter Faden zwar noch im 
Gleichgewicht, aber dasselbe ist nicht mehr stabil. 

§ H3. In allen unseren bishei-igen Betrachtungen hatten wir 
die treibenden Kräfte als gegeben angenommen. In der Natur hat 
mau es aber häufig mit Aufgaben zu tun, bei denen treibende 
Kräfte von verwickelter und schwer bestimmbarer Art ins Spiel 
kommen, namentlich wemi sie im Innern der Körper wirken. Des- 
halb ist es von größter Wichtigkeit, ein Prinzip zu besitzen, 
welches auch in den kompliziertesten Fällen zu einer einfachen 

11* 
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und, bequem anwendbaren Grleicbgewiclitsbeiiiiiguug fübrt. Zur 
Ableitung desselben kehren wir zurück zu den in der Einleitung 
dieses Teiles, § 76, gemachten Ausführungen. An der Hand der 
dort geschilderten Betrachtungsweise lassen sieb zunächst alle in 
einem System materieller Pnnkte wirkenden Kräfte einteilen in 
innere und äußere Kräfte. Innere Kräfte sind alle diejenigen, 
welche von Punkten des Systems herrühren, äußere Kräfte alle 
diejenigen, welche von Punkten außerhalb des Systems herrühren. 
Ob eine bestimmte ins Auge gefaßte Kraft eine innere oder eine 
äußere ist, läßt sich demnach erst dann entscheiden, wenn man 
die, von vornherein ganz willkürliehe, Auswahl des Punktsystems 
getroSen hat. Man kana jede innere Kraft dadurch zu einer 
äußeren machen, daß man den Punkt, von dem sie herrührt, aus 
dem System ausschließt, und umgekehrt. 

■Diese Einteilung ia innere und äußere Kräfte deckt sich natür- 
lich nicht mit der zwischen treibenden und Zwangskräften. Es 
gibt innere und äußere treibende Kräfte, und es gibt innere tind 
äußere Zwangskräfte, Bei einem schweren starren Körper mit 
festem Drehpunkt z, B. sind die Molekularkräfte innere Zwangs- 
kräfte. Die Unterstützung des festen Punktes ist eine äußere 
Zwangskraft, die Schwere ist eine äußei-e treibende Kraft. Be- 
zieht nian aber die Erde mit in das Punktsystem hinein, so werden 
alle diese Kräfte innere Kräfte. 

Was nun die Unterscheidung zwischen inneren und äußex-en 
Kräften so fruchtbar macht, ist der Umstand, daß die inneren 
Kräfte in einem Punktsystem stets paarweise vorkommen, und 
zwar an Größe gleich und an Eichtung entgegengesetzt (§ 76). 

Dieser Umstand, in Verbindung mit dem unmittelbar einleuch- 
tenden Satze, daß ein jeder Gleichgewichtszustand eines jeden 
Punktsystems als solcher erhalten bleibt, wenn man sich alle 
Punkte des Systems miteinander starr verbunden denkt, führt zu 
dem fundamentalen Satz: Wenn ein Punktsystem im Gleich- 
gewicht ist, so halten sich die äußeren -Kräfte an dem 
starr gedachten System im Oleiehgewieht. Denn da die 
inneren Kräfte sich an dem starren System gegenseitig paarweise 
aufheben, kann man sie ganz fortlassen und eiTeicht dadurch eine 
Vereinfachung, die um so mehr ins Gewicht fällt, als gerade die 
inneren Kräfte in vielen Fällen sehr wenig bekannt sind. 

Da die Wahl des Punktsystems eine ganz beliebige ist, so 
enthält das angeführte Prinzip sehr zahlreiche Folgerungen, von 
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(leren Reiclilialtigkeit einige spezielle Beispiele eine Vorstellimg 
geben mögen. 

§ 113. Nehmen wir den einfachen Fall eines stiU-ren gerad- 
linigen Stahes, der sieh unter der Einwirkung zweiei- gleicher par- 
alleler Kräfte F in seinen Endpunkten A und 5, und einer antipar- 
allelen Kraft 2 F in seinem Mittelpunkt Ü im G-leichgewiebt befindet 
Nun wählen wir einen Teil des Stabes, etwa AD (Fig. 36), als Punkt- 
system. Dann sind die äußeren Kräfte die Kraft F in A, die Kraft 2 F 
in C, und die Kräfte, mit denen dei- Stabteil DB in D auf den Stab- 
teil AD wirkt. Da die äußeren Kräfte zusammen sich im Gleich- 
gewicht halten, so besteht die Einwii-kung des Stabteiles DB auf 
AD aus einer Kraft F mit dem Angriffspunkt D, zusammen mit 
einem Kräftepaar vom Moment F-BD, 

dessen Achse senkrecht steht auf der 5^ f^ 

Bildebene (in der Fig. 36 vom Bilde t n T 

zum Beschauer gerichtet). ^| 

Dieses Kräftepaar kann nur da- 
durch realisiert werden, daß an ver- 
schiedenen Punkten des Stabnuerachnit- 
tes in D verschiedene Kraft« wii-kon 
(in der Fig. 36 au der oberen Hälfte } 

von rechts nach links, an der unteren '^' 

Hälfte von links nach rechts, wie durch die kleinen Pfeile ange- 
deutet ist). Ein unendlich kleiner Querschnitt bzw. ein bieg- 
samer Faden würde dies nicht leisten können; in einem endliehen 
Querschnitt aber besteht auf der einen Seite ein Druck (Kom- 
pression), auf der anderen ein Zug (Dehnung). 

Auf diese Weise gibt uns unser Prinzip Aufschluß über die 
Kräfteverhältnisse auch im Innern eines Körpers. Der betrachteten 
Wirkung eines Körperteiles auf einen anderen entspricht natürlich 
unmer die gleiche und entgegengesetzte des zweiten Körperteiles 
auf den ersten. 

§ 114. Ein aaideres Beispiel entnehmen wir dem Bereich der 
Flüssigkeiten. Denken wir uns eine große Quantität einer schweren 
Flüssigkeit im Zustand der Ruhe und wählen wir einen Teil der- 
selben von beliebiger Form, der rings von Flüssigkeit umgeben 
ist, als Punktsystem, so sind die äußeren Kräfte das Gfewicht des 
flüssigen Systems: 6^, und die von den angrenzenden ^lüssigkeits- 
teilen auf das System ausgeübten Tinickkräfte (in der Fig. 37 
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-durch Pfeile aagedeutet) mit der Resultierenden F. Nach dem 

Satz in § 112 ist daher: 

(381) F^~Gf. 

Die üi'uckkräfte lietöi-n also eine ResiiUiei-ende, welche dem 

Gewicht des flüssigen Systems gleich iiad entgegengesetzt ist und 

als „Auftriel)" bezeichnet wird. 

Denken wir uns nun weiter, daß an die Stelle des betrachteten 

Punktsystems irgendein fester Körper von genau der nämlichen 

Form gebracht ist, der schwerer sei als die Flüssigkeit und am 
Herabfallen dadurcli gehindert wird, 
daß er an einem Faden aufgehängt 
ist. Wahlen wir diesen festen Kör- 
per als Punktsystem, so sind die 
äußeren Kräfte sein Gewicht G, die 
Druckkräfte der angrenzenden Flüs- 
sigkeit mit dei- Resultierenden F, und 
dei" Zug des Fadens nach oben, der 
das „sclieiuhare G-ewicht" 0' des Kör- 
pers iu der Flüssigki ■' ■)C.' Dem- 
gemäß haben w' 

oder nach (381): 
(382) G'^Q—Gf, 

d. h. das scheinbare G-ewicht des 
Körpers in der Flüssigkeit ist gleich dem ■wirklieheu G«wichtj 
vermindert nm das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit, — der 
Satz des Archimedes. 

§ 115. Schließlich machen wir noch eine Auwenduiig auf 
eiJien gasförmigen Körper, nämlich auf das Gleicligewicht der 
Atmosphäre. Betrachten wir' einen vertikalen Luftzylinder 'vom 
Qaerschnitt Eins und denken uns aus ihm durch zwei horizontale 
Querschnitte eine Luftschicht ausgeschnitten, die wir als Punkt- 
system wählen. Die äußeren Kräfte siud dann erstens das Gewicht 
der Luftschicht, zweitens der Druck der amgebenden Luft, der am 
oberen Querschnitt nach unten, am unteren Querschnitt nach oben und 
an der Mantelfläche des Zylinders horizontal nach innen gei-ichtet 
ist. Unser Prinzip § 112 erfordert, daß das Gewicht der Luftschicht 
gleich ist der Druckdifferenz an dem unteren und oberen Querschnitt. 
Nimmt man die Ijuftschicht unendlich dünn, so ist ihr Gewicht 
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protiortioiial der Dichtigkeit der Luft iu der betretfendeu Höiie, 
und die Eiufiihrung der allgeineiueu Beziehung zwischen Dichtig- 
keit niid Di'uck liefert dann die Differentialgleichung zur Berech- 
nung der Abnahme des Luftdruckes mit der Hohe. 

So entspringen ans dem allgemeiußn Q-leichgewichtsprinzip 
für starre Körpei' auch die in der Hydrostatik und ASrostatik 
grundlegenden Sätze. 

Drittes Kapitel. Dynamik eiues lieliebigen Pmiktsysteius. 
§ 116. Wir sind nun soweit vorhereitet, um die allgemeinen 
Gesetze zu entwickeln, in denen sowohl die der Mechanik eines 
einzelnen materiellen Punktes als auch die der Statik eines be- 
liebigen Punktsystems als spezielle Fälle eutlialten sind. 

Es gelte, die Bewegung eines Systems von n materiellen 
Punkten zu bestimmen, mit den Massen m^ , m^ ■ ■ -, auf welche ge- 
gebene treibende Kräfte 3i,Sa,--- wirken, und deren Bewegungs- 
freiheit dui'ch p Bedingungsgleichungen /"== 0, 9 = 0, zwischen 

den Koordinaten der Punkte und der Zeit t eingeschränkt ist. 

Die Lösung dieser Aufgabe ergibt sicli unmittelbar aus einer 
Anwendung des Prinzips von d'Alembert (§ 66), nach welchem 
das Punktsystem sich zu jeder Zeit t im ö-leichgewieht befindet, 
falls man den dai-auf \yirkenden Kräften noch die Trägheitswider- 
stände — 11t, (\i, — '«iQä, ■■■an allen einzelnen Punkten hinzugefügt 
denkt. 

Dadurch ist mit einem Schlage die Dynamik zui'ückgefulirt 
auf die Statik, uud wii- können unmittelbar das Prinzip der "vir- 
tuellen Ai'beit (32t) anwenden: 

2Cgi-»hiii)-dVi = ü, (3S:!) 

oder auch die Gleichungen (324) Ton Lagrange: 

usw. für alle Koordinaten uud Punkte.' Multipliziert man die Glei- 
chungen (384) einzeln mit den entsprechenden Koordinatenvaria- 
tionen ÖXi , ■■■ und addiert, so ergibt sich wieder (383), mit Rück- 
sicht, auf die Bedinguugsgleichungen (322) für die Vai-iationen. 

Die Elimination der ß Größen A, /(,■■ ■ aus (384) ergibt Zn — p 
lineare Gleichungen zwischen den Beschleunigungen und den trei- 
benden Kräften, welche zusammen mit den p vorgeschriebenen Eb- 
i die Beschleunigungen eindeutig berechnen lassen. 
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§ 117. Eice besondere Bemerkung erbeisclit noch der Fall, 
daß die Zeit t in den Beding luigsgleiehungen /'='0, — explizite 
vorkommt, wie z. B. wenn ein Punkt gezwungen ist, auf einer in 
bestimmter Weise sich bewegenden Fläche zu bleiben. Hier könnte 
es nämlich von vornherein zweifelhaft sein, welcher Bedingung die 
virtuellen Verschiebung-en genügen müssen, da doch die Bedingungs- 
gleichung den veränderlichen Parameter t enthält. Die Gleichungen 
(322), welche nach dem Obigen auch hier gültig sein müssen, zeigenj 
daß bei der Variation der Koordinaten die Zeit t unvariiert bleibt, 
daß also z.B. bei einem auf einer beM'eglen Flache beflndiiehen 
Punkt die virtuelle Verschiebung zur 2eit t vou derfi^elben Art ist, 
als ob die Fläche in der Lage, die i-ie zur Zeit t einnimmt, ruht«. 
Eine anschauliche Vorstellung von der Bedeutung dieses Um- 
atandes gewährt der im § 75 behandelte Fall einer mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit (ü gedrehten Geraden, mit der Fig. ,l 7, Hier 
ist die virtuelle Verschiebimg längs der zui* Zeit t rnhendeu Ge- 
raden, also in der EiclitungÄ^, nicht etwa in derRiehtung AA', 
vorzunehmen; in dei- Tat ist nur dann die virtuelle Arbeit der 
Zwangskraft gleich Null. Darnach ergibt die Bedingungsgleichnng 
(277), bei konstantem i vai-iiert; 

und dies in Verbindung mit dem Prinzip (38^): 

liefert die nämliche Bewegningsgleichung (278a) wie früher. 

§ 118. Die Gleichung (383) gilt für jedes beliebige System 
von unendlich kleinen Koordinatenverachiebungen Öx-^, — , welches 
die Bedingungen (322) befriedigt. Betrachten wir demgegenüber 
diejenigen unendlich kleinen Koordinateavei-schiebungen dx-^, •••■, 
welche in dem Zeitelement dt bei der Bewegung der Punkte wirk- 
lich einti'eten, so genügen dieselben den Bedingungen: 

(385) ik'""+^L'"''+'^i'"^ + ^'"" + -+ l''-"-" 

welche sich von den Gleichungen (322) dadurch wesentlich untei'- 
scheiden, daß sie noch die Glieder mit ^, ^ , ■ ■ ■ enthalten. Da- 
her gehören die wirklichen Verschiebungen da:,, — im allgemeinen 
nicht zu dem System der virtuellen Verschiebungen, und man darf 
in (383) öx nicht durch dx ersetzen. 
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"Wenn aber die vorgeschriebeaen BedingmigeE /"= 0, y ^ li, - ■ ■ 
die Zeit ( nicht explizite enthalten, was wir nun annehmen wollen, 
80 "veraehwtnden die Glieder, welche den Unterschied von (ä22) 
und (385) bilden, und die wirklichen Verschieljungeii sind ein 
Spezialfall der virtuellen Verschiebungen. Daher gilt dann näch 
(383): 

,S(^^i — miq,)-drx=U, 
oder anders geaehrieben: 

dL^:2%,-dx,, 1,386) 

wenn gesetzt wird: 

L = 2" ^mi qi = ~ £m^ {ui + vl+ w;) . (387) 

Nennen wir die Größe L die lebendige Kraft des Punktsystems, 
so besagt die Gleichung (386), daß die Änderung der leben- 
digen Kraft des Punktsystems gleich ist der Qesamt- 
arbeit der treibenden Kräfte, ia ToUkommeßer Analogie mit 
der Gleichung (147) und ganz ohne Eücksicht auf die vorgeschrie- 
benen Bedingungen, wie in § 67. 

Diese einfache Beziehung kommt natürlich rtadurcli zustande, 
daß die öesamtarbeit dei' Zwangskräfte nicht nur bei jeder vir- 
tuellen, sondern auch bei der wirklichen Verschiebung des Pankt- 
systems im Zeitelement dt verschwindet. Das wäre nicht der Fall, 
weun die vorgeschriebenen Bedingimgen die Zeit t explizite ent- 
hielten, -wie schon an dem einfachen Beispiel in § 75 näher aus- 
einandergesetzt wurde. 

§ 119. Für Kräfte, die ein Potential ü haben, ist nach (354) 
und (386) durch Integration nach der Zeit i: 

L + U= const. = Lo + C7o , (388) 

und wenn wir wieder, wie in § 49, die Größe: 

L + f7= E (389) 

die Energie des Panktsystems nennen, als die Summe dei' kine- 
tischen Energie i und der potentiellen Energie t/, so spricht 
die Gleichung (388) den Satz dei- Erhaltung der Energie ans. 
Von dessen Verallgemeinerung auf nichtmechanische Vorgänge ist 
schon im § 49 ausführlich die Eede gewesen. 

Die Gleichung (388) gibt uns auch die Möglichkeit, den im 
§ 105 angestellten Betrachtungen noch eine andere Seite abzuge- 
winnen. Dort wurde gezeigt, daß einem Minimum des Potentials U 



H..te.by Google 



170 , II. Teil. 3. Kapitel. 

ein stabilei- Gleicligewichtszustancl des Puaktsystems entspricht. 
Wir bewiesen dies dui'ch die Überl^ung, daß das Punktsystem, 
ein wenig aus der GleichgewicMslage gebraclit und dann ruhend 
sich selbst überlassen, nur in der Richtung nach dem Minimum 
von ü hiu in Bewegung ga-atea kann. Nun läßt sich eine kleine 
Störnng des Gleichgewichts auch noch auf eine allgemeinere Weise 
hervorbringeu, uämlicli dadiu-ch, daß mau denTunkten, bevor man 
sie sich selbst überläßt, kleine Anfangsgeschwindigkeiten erteilt- 
Im Anfangszustand der dann eintretenden Bewegung ist dann 
-Lq eine kleine positive Größe, und U^ ist gleich Üm\a + ^o'> wobei 
Do' ebenfalls klein und positiv ist. Folglich ist nacli (SiSS) für die 
ganze Dauer der Bewegung: 

(:i90) L + C/- 1/,,,!. = -Lo + f^o' 

klein und positiv. Da nun erstens L aus lauter positiven Gliedern 
besteht und zweitens U— Umin positiv ist, so bleiben die Geschwin- 
digkeiten allef Punkte andauernd klein, und das Punktsystem ver- 
hai'rt in der Nähe der Glei-chgewichtslage, d. h. das Gleichgewicht 
ist stabil. Entsprechendes gilt für eiu Maximaiu von ü. 

§ 121). Im allgemeinen werden die ti-eibenden Kräfte, die anf 
das Punktsystem wirken, nicht konservativer Natnr (§ 49) sein, 
namentlich dann nicht, wenn von außen hei' mehr oder weniger 
wilTkürliclie Eingriffe an dem System vorgenommen werden. Da- 
her wollen wir jetzt voraussetzen, daß die treibenden Kräfte von 
zweierlei Ai-t sind: konservative Kräfte, und äußere Kräfte nicht- 
konservativer Natur, die wir mit 5« bezeichne]!. Dann gilt allge- 
mein für die Arbeit der ti-eibendeii Kräfte: 

(391) :S'S^cU-^-- — dU+A^ 
■wenn wü- mit: 

(392) ^ = i-^„-.?u 

die Arbeit der äußeren Kräfte oder die „äußere Arbeit" bezeich- 
nen, und die Gleichung (386) der Energie wird: 

(393) d{L+V)^dE^Ä, 

. d. h. die Änderung der Energie des Punktsystems ist gleich der 
äußeren Arbeit, positiv oder negativ, je nachdem änßere , Arbeit 
„gegen das System" oder „von dem System" geleistet wird. Im 
ersten Fall erfolgt die Verändemng im Sinne der äußeren Kräfte, 
im zweiten Fall erfolgt sie entgegen den äußeren Kräften, 

Schließt man die Punkte oder Körner, von denen die äußeren 
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Wirkungen ausgehen, mit in das beti'aclitete Punktsystem ein, so 
verscliwiEden alte äußeren Kräfte (vgl § 112), und das System 
heißt ein „TOllständiges" oder „abgeschlossenes" System. Für ein 
vollständiges System gilt das Energieprinzip wieder in der Form 
(388) als der Satz der Erhaltung der Energie, und in diesem 
Sinne spricht man von der Erhaltung dei' Energie der ganzen Welt 
als desjen^en materiellen Systems, welches sämtliche wirkiings- 
fähigen Körpey umfaßt. Indessen ist zu bedeaben, daß in der wirk- 
lichen Natur ein abgeschlossenes System im absoluten Sinne nicht 
mit Sicherheit nachweisbar ist, und daß man daher nicht mit der 
Energie der „Welt" als einer bestimmten Größe rechnen kann. 

Dies hindert natürlich nicht, unter Umständen auch beliebig 
kleine 'endliche Punktsysteme, gehörig idealisiert, als abgeschlossene 
) zu behandeln, 

t man ein vollständiges System in zwei Teiisysteme, so 
werden durch die Arbeiten der von den Punkten des einen Teil- 
systems aaf die des anderen ausgeübten Kräfte die Energien der 
Teilsysteme sieh ändern, d. h, es wird durch diese Ai-beiten Energie 
von dem einen Teilsystem auf das andere übertragen, während die 
Gesamtenergie konstant bleibt Dabei ist aber zu beachten, daß 
im allgemeinen die potentielle Enei^ie des ganzen Systems nicht, 
wie die kinetische, gleich der Summe der Energien dör Teilsysteme 
ist (§ 104). 

§ 121. Um eine anschauliche Vorstellung von der Größe dö.u 
kinetischen Energie eines Ponktsysfems zu gewinnen, empfiehlt es 
sich häufig, dieselbe zu beziehen auf ein bewegtes Koordinaten- 
system, dessen Anfangspunkt im Schwerpunkt des Systems liegt. 
Dann ei^eben die Transformationsgleichungen (191) für die Größe 
. (387) der kinetischen Energie den Ausdi'uck: 

Da aber, wie man durch IJift'erentiation von (287) nach dei- 
Zeit t findet: 

^w,i(i' = .rmi(Hi — Mo);=0, ■■•-, (394) 

so reduziert sich die kinetische Energie a;if: 

L = 1 qt^m, -\- \ i'm,g/S (394 a) 

d.h. die kinetische Energie eines Punktsystems setzt sich additiv 
2ns.i.mmen aus der kinetischen Energie seines Schwerpunktes, wenn 
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man sieh in ilim alle Massen vereinigt denkt (Energie dei- „fort- 
schreitenden" Bewegung) und der kinetischen Energie relativ zum 
Schwerpunkt (Energie der pSchwingenden" Bewegung, wozu als 
Spezialfall aucli die rotierende Bewegung gehört). 

§ 132. Das Grandgesete der Mechanik, das wir bisher in die 
Gleichungen (äS3) oder auch (884) gefaßt haben, läßt noch mehrere 
andere Formulierungen zu, welche physikalisch genau denselben 
Inhalt besitzen, aber für die Anwendung sehr verschiedenartige 
Eigentümlichkeiten darbieten. Eine der wichtigsten ist das Prin- 
zip der kleinsten Wirkung. Wir entwickeln dasselbe hier in 
der Form, die ihm Hamilton g^eben hat. 

Da die Gleichung (38a) des Prinzips der virtuellen Arl^eit für 
jede Zeit t gilt, können wir sie auch nach t integrieren, von io bis 
ti, und erhalten so: 

(395) jdt-^[^,-m'i^^^6x=t), 

die Summierung über alle Koordinaten und Punkte des Systems 
erstreckt gedacht Hierbei sind nicht nur die Koordinaten x, y, ä, 
sondern auch die Variationen äx, ■■■ als Funktionen der Zeit t zu 
bebandeln. Um dies klar zu übersehen, denkt man sich am besten 
die Koordinaten aller Punkte außer von t noch von einem zweiten, 
ganz beliebig gewählten endlichen Parameter ji abhängig, genau 
80, wie dies schon im § 108 ausgeführt wurde. Einem bestimmten 
Wei-t von p entspricht die gesuchte, einstweilen noch als unbe- 
kannt vorausgesetzte Bewegung des Punktsystems, einem geänder- 
ten Wert p + 6p eine andere bestimmte, der wirklichen ^unendlich 
benachbarte" Bewegung, die aber natürlich den Bewegungsglei- 
chnngen nicht genügt. Die Operationen d und 6, welche den Ände- 
rungen di und dp entsprechen, sind gaiiz unabhängig voneinander, 
and daher vertauschbar: 

(396) W-^ft'----- 
DieVariationenda;=j^rf_p, sind zu jeder Zeit t ganz be- 
lieb^ und nur den Bedingungen (322) unterwoi-fen, in denen die 
Funktionen f, <p, ■■■ auch die Zeit t explizite enthalten können. 

Indem wii- nun das Zeitintegral (395) umformen, haben wir 
zunächst nach (391) für die virtuelle Arbeit: 

(397) 2 ^Jx = — d [7 + A , 
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WO ü das Poteutial der konservatwen Kräfte des Systems, A die 
virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte bezeichnet. Eine äußere Kraft, 
die zngleicli konserrativ ist (z. R die Schwere), kann nach Be- 
lieben entweder in — <J f7 oder in A untergebracht werden. 
Ferner ergibt sich durch partielle lut^ration das Glied; 

und, wenn wir jetzt die Annahme einführen, daß die Variationen 
der Koordinaten ailer Punkte fiii- ' = ^0 und ji=^(, vergeh winden, 
mit Sücksicht auf (396): 

folglich durch Substitution in (395), naeii (387): 

l'dt{äH^-A)^i), (4(10) 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

H^--L—U. (401) 

Die G-leichuiig (400). spricht das Hamiltonscbe Prinzii» der 
kleinsten Wirkufig aus. Die Fanfctioii H, nicht zu verwechseln 
mit der Energie E, heißt die Lagrangeseite Funktion oder auch 
das kinetische Potential. Im Gegensatz zu dem Prinzip von 
d'Alembert, nach welchem die ßewegnng durch die Anfangslagen 
und die Anfangsgeschwindigkeiten der Punkte bestimmt ist, wird 
nach dem Prinzip der kleinsten "Wirkung die Bew^'ung bestimmt 
durch die Auf ängstigen (t = to) und die Endlagen (i = ^i) der 
Punkte. Denn diese sind es, welche bei allen verglieheaen un- 
endlich benachbarten Bewegungen festgehalten werden, während 
die Geschwindigkeiten,, auch die Anfangsgeschwindigkeiten, inner- 
halb der vorgeschriebenen Bedingungen beliebig variiert werden 
können. 

Die überrag'ende Bedeutung des Prinzips der kleinsten Wir- 
kung für die ganze Physik beruht einmal darauf, daß die in seiner 
Fassung vorkommenden Begriffe des Potentials und der äußeren 
Arbeit eine Bedeutang auch außerhalb der Mechanik besitzen, und 
außerdem darauf, daß das Prinzip nicht auf die Benutzung einer 
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■ bestimmten Art von Koordinaten zugesclinitten ist. Diese um- 
stände ermöglichen seine nnmittelbai'e Änweadung auch auf elek- 
trodynamisehe und thermodynamisehe Vorgänge, wo es sich überall 
bewährt hat. 

§ 13S. Betrachten wir ein einfaches Beispiel der Anwendung, 
Wie bewegt sich ein materieller Punkt ohne treibende Kraft auf 
einer festen Fläche? Nach (40Ü) und (4ül) ist hierfür: 

oder: 

(402) (ü \L-dt = \). 

In Worten: üntei- allen auf der Fläche möglichen Bewegungen, 
die den Punkt aus einer bestimmten Anfangslage in einer be- 
stimmten Zeit ^i — ^0 in eine bestimmte Endlage bringen, .findet die- 
jenige in der Natur wii'klich statt, welche das Zeitintegral über 
die lebendige Kraft zu einem Minimum macht. 

Dieser eine Satz ergibt sowohl die Form der Bahnknrve als 
auch die Geschwindigkeit, mit der sie durchlaufen wird. Denn 
mit Einsetzen des "Wertes: 

erhält man aus (402): 

oder, wenji man die Variation ausführt und dann partiell integriert: 

Da ÖS für jede Zwischenzeit beliebig ist, so folgt hieraus erstens, 
daß für alle Zeiten ~ =^ , also die Geschwindigkeit ^ = const. 
(§ 7J,) und zweitens, daß <J(Si — So) = 0, wobei Si — So die Länge 
der Bahnkurve bedeutet. Also ist die Bahn eine geodätische Linie 
der Fläche (§ 111). 

§ 124. "Wir wollen die bequeme Form des Hamiltonschen 
Prinzips jetzt dazu benutzen, um die Bewegnngsgleichungen eines 
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Puiiktsyatems von den geradlinigen rechtwinkligen Koordinaten 
auf lieiiebige andere Koordinaten zu transfoiiniereu. Denn in 
vielen Fällen empfiehlt es sieh, statt der geradlinigen Koordinaten 
solche ZK "Wählen, welche den vorgpsehriebeuen Bedingungen des 
Systems besser angepaßt sind, z, B, bei Drehungen den Drehunga- 
winkfcl. Man braucht dann nur soviele Koordinaten zu nehmen, 
;ils Freiheitsgrade in dem System vorhanden sind, und kann dann 
diese Koordinaten, die wir <pi, 9>2!"" nennen wollen, als unab- 
hängig voneinander ansehen. Immer sind die' geradlinigen Koor- 
dinaten rcj, pi, ^i, X3, — bestimmte von vornherein bekannte Funk- 
tionen der rp, welche, wenn die vorg-eschriebenen Bedingungen von 
der Zeit abhängig sind, auch die Zeit t explizite enthalten. Ist 
dies nicht der Fall, so sind die Geschwindigteitskomponenten 
x-i, i/i, Si, Xa, ■ - - bestimmte homogene lineare Funktionen der p, 
deren Koeffizienten aber von den g> abhängig sein können. 

Da die Variationen ^x^, jedenfalls homogene lineare Funk- 
tionen der rf(p süid, so hat der Ausdruck der virtuellen äußeren 
Arbeit A in (400) die Form: 

A^^i6<p^ + ^^dq),+ ---, (403) 

wo die Gfrößen * durch die äußeren Kräfte gegeben sind und als 
die den allgemeinen Koordinaten q> entsprechenden äußeren „all- 
gemeinen Kraftkomponenten" bezeichnet werden. 

Diese Definition der Kraft ist die allgemeinste, die sich über- 
haupt geben läßt, sie knüpft an den nniversellen Begriff der Arbeit, 
d. h. des Potentials, an und erstreckt ihre Bedeutung auf jede Art 
der Zustandsänderung, die durch Änderung einer Vai-iabeln <p cha- 
rakterisiert werden kann. Dabei ist bemerkenswert, daß die Di- 
mension der allgemeinen Kraftkompouente sich nach der Dimen- 
sion von g> richtet. Wenn z. B. ip ein Winkel ist, so ist * nach 
(327) ein Drehungsmoment. 

Was ferner die Variation des kinetischen Potentials betrift't, 
80 ist .ffeine bestimmte als bekannt anzusehende Funktion zweiten 
Grades der Größen ^i, ^2, ■ ■ ■, deren Koeffizienten von rpi, <fia,- • ■ ■ 
und möglicherweise von der Zeit t abhängen. Mithin, da die Zeit t 
nicht variiert wird: 



'S-.^ii.^ + llii..+ -+Z«'f. + ^''9. + . ■■■■ («*) 



Nun denke man sich die Ausdrücke (403) und (404) in (400) 
eingesetzt und alle vorkommenden Variationen auf die unabhängigen 
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Variationen rftpi, 6^^, •■■ zurückgeführt, Dies geschieht bei den 



j^^ö^pdi^-fjj{^)6>p.dt. 



da an den Grenzen des Integrals die Variation Srp, elienso wie 
Sx, ■ ■ ■ verschwindet. 

Nachdem aßf diese Weise jedes. Glied hinter dem Integral- 
zeichen von (400) eine der Variationen rf^ii, rfpa, •■■ als Faktor er- 
halten hat, erfordert die Gültigkeit von (400) mit Eileksicht auf 
die gegenseitige Unabhängigkeit dieser Variationen, daß: 

(405) ii/M)_M_« 



Dies sind die sogenannten Lagrangeschen Bewegungsglei- 
chungen „zweiter Art", im Gegensatz zu denen (584) erster Art. 

§ 125. Als Beispiel tiestimmen wir die Bewegungsgleiehungen 
eines freien Punktes in Polarkoordinaten r, &, <f>. Die äußere 
Arbeit ist: 

(405a) A=iS(Sr-j-Ö(5&+ ^>iU(,, 

wobei B, 6, <P die entsprechenden Kraftkomponenten bedeuten. 

Das kinetische Poteßtial ist, wenn keine potentielle Energie 
TOrhanden ist, gleich der lebendigen Kraft 7^, und daher mit E-üek- 
sicht auf {92): 

(405 b) ir= ~ (f» + räfi» + r* sin^ 0-^^) , 

fo^lich die gesuchten Bewegung-sgleichungen (405): 

{405cl I ~{mr^ä-) — mr^smf)-tO}^i)rp^ = e, 

\ ~ {mr^ sin' &^) -^*, 

ein einfaches ßesultat, das direkt aus (55) und (92) nur durch müh- 
same Rechnangen zu gewinnen wäre. 

Auf entsprechen dem Wege erhält man für Zylinderkoordi- 

naten (i, ip. s natdi (159): 
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iimQ^^) =*, (40r.d) 

§ 12ft. Wir wollen nun aueli das Prinzip der leböidigeu 
Kraft direkt aus den Lagr an gesellen Gleichungen zweiter Art 
ableiten und setzen daher von jetzt ab voraus, daß die Zeit t in 
dem Ausdruck des kinetischea Potentials JI nicht explizite enthalten 
ist. Multiplizieren wir die Gleichungen (405) der Reihe nach mit 
yij, 9>a, ■ ■ ■ und addieren, so ergibt sich für die in dei- Zeit dt von 
t Kräften geleistete Arbeit: 



^*,Ä!P,-^~2(j„.<i(^)^-5^.<Jft). (406) 

Vergleicht man den Ausdruck auf der rechten Seite der Glei- 
chung mit dem vollständigen Differential: 

so ersieht man, dali die beiden Ausdrucke zusammen addiert er- 

und dies ist das vollständige Differential von: 

Mithin erhält man A = dE oder die Üldcliung d.er I<?lieiidiKen 
Kraft, wenn gesetzt wird: 

«"^V-Sf-S- (407) 

Die tibereinstiiiimnng dieser Gleichung mit der in (401) ge- 
gebenen Definition des kinetischen Potentials eingibt sich sogleich, 
wenn man E durch L-\-Ü, R durch L—ü ersetzt und bedenkt, 
daß ü nicht von den rp abhängt. Dann folgt nämlich: 



i'^i^ 



^2^üX: f^ü^-) 



eine Beziehung, die stets gilt, da L eine homogene Funktion zweiten 
Grades der ist. 

Der hier in (407) neu anfti-etende Zusammenhang zwischen der 
Energie nnd dem kinetischen Potential besitzt eine wesentlich all- 

Plaaeli , Angomeine MechaDili. a. Aufl. 12 
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gemeinere Bedeutung als der iii (401) ausgedrückte. Denn die 
Gleiclmng (407) behält einen bestimmten Sinn auch in dem Faile, 
■daß man die Energie E gai- nieM in kinetisclie und potentielle 
Energie zerlegen kann, wie z. B. bei elektrodynamischen Vorgängen. 
§ 137. Wie wir in % 75 und allgemeiner in § 118 gesehen 
hahen, verliert das Prinzip der lebendigen Kraft seine Gültigkeit, 
wenn die vorgeschriebenen BedingTingen außer den Koordinaten 
aiioh die Zeit t explizite enthalten. Die Bewegungsgleichangen (405) 
behalten aber, wie aus der- Art ihrer Ableitung hei'vorgeht, auch 
in diesem allgemeinen Falle ihre Gültigkeit So ist fiii' den schon 
wiederholt, im §75 and §117, betrachteten Fall der Bew^ung 
eines Punktes auf einer mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o 
gedrohten Geraden: 



I nach (405; 



^{mf 



übereinstimmend mit [278 b). 

Als weiteres Beispiel behandeln Avir die iri einer .vertikalen 
Ebene erfolgenden Schwingungen eines Pendels, dessen Länge l sich 
in bestimmter von vornherein gegebener Weise ändert. Dann ist 
l eine gegebene Funktion der Zeit, und wir erhalten, mit dem Elon- 
gationswißkel «p als einziger unabhängiger Koordinate, nach % 70: 

L= n^^^'f^'^ ^^)' ^-^^ — mglcoRcp + const. , 
folglich nach (401): 

H= ,-,(Pip^-\-P) + mglc<iä(p-\-zo\\st. 
und nach (405) als BeAvegungsgleichung: 

^ (m /^ rp) + mg i sin 9) = 
oder; 

(408) 2 ?<p + ^y + öf sin 9) = ,■ 

eine Gieicbung, die sich von der (244) eines ge\?Öb.nlicheii Pendels 
durch das Glied 2t<fi unterscheidet. 

Man kann den ßhythmus der Längenänderung so wählen, daß 
die Energie der Schwingung vorwiegend in einem bestimmten Sinn 
beeinflußt wird. Auf diesem Uu^tand beruht die Möglichkeit, sich 
selbst beliebig hoch zu schaukeln. 
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§ 128. Die in den Lagraugesclien Gleichungen (405) lui 
erster Stelle auftretenden Größen: 

'«_,^„ "^.p,,.... (4(19) 

nennt man die den a%emeißen Koordinaten 9) entsprechenden Be- 
wegnngsgrößen. Dieselben sind lineare homogene Funktionen 
der Geschwindigkeiten tp, lassen sich also einfach durch diese aus- 
drücken, und un^ekehrt, Den geradlinigen Koordinaten x, y, z 
entsprechen die Bewegungsgri5ßea mx, my, ms, wie sieh unmittel- 
bar aus dem Ausdruck von H ergibt. 

Oft empfiehlt es sich, zur Charakterisierung des Zustandes 
neben den Koordinaten qi statt der Geschwindigkeiten y die Be- 
wegungsgrößen i/j zu benutzen. Dana nehmen die Bewegungs- 
gleichungen eine besonders einfache Form an, falls als charak- 
teristische Funktion an Stelle des kinetischen Potentials H die 
Energie E in sie eingeführt wird. Denn schreibt man die Glei- 
chung (41)6) für A^dE in der Form: 

■und betrachtet darin E tils Funktion der tp und i/ji), ko folgt un- 
mittelbar daraus: 

und 

fM) ..^-(^.^.^-\ l^-Ä] ^_ßl^.]_ ... (4U) 

\ä(Pi/i/i \i)<pi)!p^ \ög)j'^ \iiip-i!iii' ^ ' 

Die beigefügten Indizes sollen bedeuten, daß E hei konstanten 
i/>, dag^en H bei konstanten ip zu differentiieren ist. 

Mit Benutzuag der letzten Beziehungen lassen sich die Glei- 
chungen (405) folgendermaßen schreiben: 






und werden daaa als die „Hamiltonschen kanonischen Bewegungs- 
gleichungen" bezeichnet, Aiis ihnen ergeben sich, wenn neben den 

1) Hier werdea aJao die ip und \p nicht mehr als Fnnktiouen der einen 
Variabein t, sondern als unahhiingige Variabeln angenommen. Die Berech- 
tigung hierzu ergibt eich aus dem Umstand, daß die Gleiclrang für alle be- 
liebigen Kräfte, also für jede beliebige ZoBtandaäuderung des Punktsystems 
.gültig ist. 
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äaßeren Kräften die Energie E als J?'anktion der y und \(> gegeben 
ist, alle <p and ^ als Funktionen der Zeit t und derjenigen Kon- 
stanten, die sich auf den Anfangsznstand beziehen. 

Auch das Energieprinzip folgt wieder unmittelbai- aus den 
Gleiehuugen (412), wenn man mit ihrer Hilfe den Ausdruck für 
das vollständige Differential dE bildet. 

Für ein abgeschlossenes Sy,«tem reduzieren sich die üewegungs- 
gleichungen (412) auf: 

/,.nv dv, iE (hj^ 6E_ 

'■*-'^' dt h,yl^ " dt " fl^, ' "" 

§ l'^Sa. Eine allgemeine Methode zur Integration der für ein 
abgeschlossenes System gültigen Bewegnngsgleicbungeii (413) 
läßt sich ableiten aus einer näheren Untersuehnng des imHamil- 
tonscheii Prinzip auftretenden „Wirkungsintegrals" : 



(414) W'-^-fHdt. 



IJiese Grröße besitzt für die wirkliche Bewegmig, bei gegebener 
Anfangslage und Endlage des Systems, einen ganz bestimmten Wert, 
der nach (400) dadurch charakterisiert ist, daß für jede Variation 
der r 



(415) 6W^fäH-dt = i). 

Fragen wir nun zunächst, welchen "Wert 6W annimmt, wenn 
man auch die Anfangslage und die Endlage des Systems, d. h. die 
Anfangs- und die Endwerte der Koordinaten (p-^, qu^, ■■■ yai-iiert, 
während die Zeit t nach wie vor uaTariiert bleibt. Die Antwort 
auf diese Frage erhält man durch Berechnung von ÖW auf Grund 
der Gleichung (404), genau auf dem dort eingeschlagenen Wege, 
mittelst partieller Integration, indem nur der Umstand berücksichtigt 
wird, daß die Variationen S^^, d<p2, ■■■an den Grenzen des Inte- 
grals jetzt nicht verschwinden. So ergibt sich, bei Benutzung der 
;leiehungen (405) für das abgeschlossene System (*--=0) 



(416) c.lf=2'K '''■■] -2 [""''■■]■ 

Nach dem Obigen können wir W als bestimmte Funktion des' 
Änfangskoordinaten, der Endkoordinaten und der Zeiten (o ßi"^ 'i 
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betrachten. Nennen wir die Änfangskoordinaten g>i'', f^°, •■■, die 
Endfcoordinaten Ton jetzt &b Icurz »p.,, <p^, ■•■, so ist, da die Zeit 
unvariiert bleibt: 



iw--^ 



'iiW 



^^^^-2^' 



und es folg! dnrc.li Vergleiohuug mit (416): 

5— -=i) — -- = i)„ .... i4l7) 

ö-^;p=-V'i% ö>^o-=--VV,---- (418) 

Wir wollen jetzt auch die Abhängigkeit des Wirkiingsintegrals W 
von (1er Zeit ij in Betracht ziehen, die wir von nun ab kurz mit t 
bezeichnen. Hierfür ergibt sich zunächst aus ("414); 

wobei die Differentiation von W als „totale" zn vollziehen ist, d. 3i, 
so, daß die Koordinaten tpi, (p^, ■ ■ ■ sieh mit der Zelt t nach Maß- 
gabe der wirkliehen Bewegung ändern, während die Anfangs- 
Iwordinaten 9)1", 903°, •■■ ebenso wie to konstant gehalten werden; 
f). h. es ist: 

(IW iw , l)W . , hw . , 

WQ nun -^- wich auf die „partielle" Differentiation, bei konstant, 
gehaltenen Koordinaten, bezieht. Mit Berücksichtigung von (417) 
und {■119) ergibt die letzte Gleichung: 

^•^H-'Piy, + 'C2'P2 + H=(\, 

oder nach (409) and (4D7): 

Betrachten wir hier die Energie E, wie in (413), als bekannte 
Funktion der (f und v, ^as wir dui'ch die Bezeiehnnng Eff,^ an- 
deuten wollen, und ersetzen weiter die Impßlskoordinaten ip darin 
durch ihre Werte (417), so lautet die letzte Beziehung; 

'-i + £ äj- 0. (4S«) 

Sie zeigt, daß das Wirkungsintegral TT, als Funktion von p^, (p^, ■ ■ ■ 
'p-f", <p^°, ■■•. t, ti) aufgefaßt, einer bestimmten partiellen Differeutial- 
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gleichung genügt, — der Hamilton-Jacobi sehen Differeatial- 
gleichung. 

§ 128b. Ebenso wie aus dem Ausdruck des WirkungsiiitegTals W 
für eine bestimmte Bewegung die Gültigkeit der Differentialgleichung 
(420) abgeleitet werden kann, so läßt sick auch umgekehrt durch 
Integration von (420) eine Funktion TF finden, welche das Wirkuugs- 
iiitegral eiaer Bewegung darstellt, und zwar ergibt sich durch eine 
nähere Betrachtung, daß jedes Integral W jener Differential- 
gleichung, welches außer den Variabela pi, (p^, ■■■ t und der addi- 
tiven Integrationskonstanten noch ebensoviel Integrationskonstanten 
«1, «a, ■ ■ ■ ■ enthält, als das betrachtete System Freiheitsgrade be- 
sitzt, die allgemeine Integration der Bewegungsgleichungen (413) 
liefert. Setzt man nämlich, angenommen daß eine solche Tnuktion IT' 
t ist, nach (417): 



(421) 


. »^=*.. 




und nach (418): 
(422) 


-— — Ä 





so sind dies im ganzen, bei n Freiheitsgraden, 2n Gleichuagen, 
welche dazu dienen können, um die In Variabein <pi, ^3, ■ ■ ■ 
"Cii ^ä, ■■■ als ^Punktionen der Zeit t und der 2*i Integrationskon- 
stanten cfi, «a, ■ ■ ■ ßi, ßs, ■ ■ ■ der Bewegangsgleichungen (413) zu 
berechnen. 

Daß in der Tat bei Gültigkeit von (420), (421) und (422) auch 
die Beweguügsgleichungen (413) befriedigt werden, läßt sich leicht 
direkt auf fönende Weise zeigen. Differentiieren wir zunächst die 
erste Gleichung (422) „total" nach t, so ergibt sich: 

oder : 

^^^'^l ö«iöi + ^öß,öv. dt "^' 

indem die Summation über i von 1 bis n zu erstrecken ist Ganz 
ebenso folgen noch n — 1 weitere Gleichungen, welche mit (423) 
zusammen die n Geschwindigkeitsgrößen 9) eindeutig zu berechnen 



Andererseits ergibt sich durch Differentiation von (420) nach «i, 
mit Benutzung von (421): 
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und eatsprecüend die n — 1 übrigen Gleichungen, so daß sieh aus 
diesen n Gieiehungen die n Größen ^ eindeutig bfötimmen lassen. 
Nun sind aber die Koeffizienten ia den GleieLungssysfcemen (423) 
ttnd (424), die pai'tielien zweiten Differentialquotienten von W, voli- 
tommen identisch. Daraus folgt, daß auch die n Wurzeln der 
Gleichungen identisch sind, d. h. daß für jedes i: 

und damit ist die erste Hälfte der ßewegungsgleichungen (413) 
befriedigt.' 

Was die zweite Hälfte betrifft, so folgt durch Uifferentiatioa von 
(420) nach <pj: 

ö(p[iii " ü^Pi M byp^ ücp^ ö^, 

oder nach (425): 

h~<p^it'^'^bipji>p^ dt + Ö7>i°^ 

oder endlich: 

d_ lbW\ , öE ^ ,, 
dt w<pj^l ^<Pi ' 

woraus sieh nacli (421) die Gültigkeit der fraglichen Gleichungen 
ergibt. 

Obgleich der Form nach verwandt, sind die Gleichungen (422) 
doch wesentlich allgemeiner als die Gleichungen (418), weil die 
Konstanten a nicht die Anfangswerte der Koordinaten rp zu sein 
brauchen. 

§ 128c. Da in der Hamilton-Jacobischen Differeutialglei- 
ehung (420) die Zeit nur als Differential vorkommt, so läßt sie 
ein Integral zu von der Form: 

W=-a,t + V, (426) 

wobei V nur von den Koordinaten pi, (Pg, ■ ■ ■ und den Konstanten 
ß,, «a, ■■■ abhängt Denn man erhält dann für die Funktion Y 
die Bedingung: 

^^^Y. — "i=^^- (427) 

Hier stellt also die Konstante «i die Gesamtenergie des Systems 
vor. Die Gleichungen (421) und (432) gehen dann über in: 
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und: 

Die Integration von (427) gelingt manelimal durch Separation 
der Variabein, nämlich dann, wenn die linke Gleichungsseite sieh 
darstellen läßt als eine Funktion von n Argumenten, deren jedes 
nur Ton einei- einzigen Koordinate g>i und dem entsprechenden 
Differentialquotienten , — abhängt. Dann kann man jedes einzelne 
Argument gleich einer Koastanten a setzen, ferner 
(A'H)) V= Vi+V^+V^-\ — + v„ 

annehmen, wo jede der Größen Vi, F^, ■ ■ ■ nur von einer einzigen 
Koordinate 97, , -pa, ■ • ■ abhängt, also: 



im) 



öF^öTi ar__ ar^ 



und erhält so für jede dieser Fuüktionen eine besondere Differential- 
gleichung, die durch Quadi'atur lösbar ist. 

§ 128 d. Als eiu einfaches Beispiel für die Anwendung der 
Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung betrachten wir die 
schon im § 52f, behandelte Plauetenbewegang, mit Benatzung der 
dortigen Bezeichnungen. Dann haben wir zwei Freiheitsgrade: 

Pi^r, (pa = (r, 
ferner die Energie als Kunktion der Koordinaten und (fttfiiilin'in- 
digkeiten: 

(432) .E= L + fJ^fO-^ + r'q^'')-^(^, 
das kinetische Potential: 

(433) H-^(i'^,'if') + '^, 
die ImpuLskoordinateu: 

(434) ifi= \r'-^mr, ^2"= <-=^mr^rp^ 

die Energie als Funktion der Koordinaten und Impulse: 

(435) £,„!„,>+ 1„,._.^_!^"_. 
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Daher lautet hier die Uifferentialgleichung (427): 



1 


€)' 


'+i.i 


1 /öi^\2 f^/i 


_«., 




(43fi) 


Dieselbe liilJt sich fladnrch integrieren, 


daß nach 


(43Ü) 


gesetzt 






V= 


Vt+y, 






(437) 


und infolgedessen; 




i)r_ 










isv 


- 'ifi. 


-1/ 


^,„„.4:?M 


r~(^ 







Dann ergibt sicli, mit Weglassun^ der betieutuugslosen addi- 
tiven Konstanten: 

7, = /'y"2iiii;7« + 2f m" (i> — o/ ■ 
and ans (428), (429), (434) md (437): 



I (438) 



,., _ mf „i*i = j/2mo7+ 5(^"? - j' , (438) 



= <p - arc cos ^T^i^^^fw^ ■ '^^^^^ 
Diese vier Gleichungen erweisen sich auch in formaler Be- 
ziehung als völlig identisch mit den Gleichungen des § 53, wenn 
gesetzt wird: 

«i=-ö-, ßa = )Kc', ßi=c''. 

§ 129. In der JJatnr ist uns weder der Ausdruck füi" die 
Energie, noch der für das kinetische Potential unmittelbar ge- 
geben. Daher ist es für die Anwendungen der Theorie von größter 
Bedeutung, daß noch ein weiterer Satz von großer Allgemeinheit 
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Gültig-keit besitzt: Das Prinzip der Gleichheit von ÄktioE and 
Reaktion. Wir haben dieses Prinzip bisher nur für ruhende 
Punktsysteme eingeführt und benutzt. Aueii läßt sich die Be- 
trachtung, durch welche wh.- seine Gültigkeit in dei- Natur plau- 
sibel machten {§ 29), nicht auf beliebig bewegte Punkte anwenden, 
deren Entfernung mit der Zeit veränderlich ist, insbesondere wenn 
nichttonservative Kräfte, wie Reibung, in Beti'acht kommen. 

Daher ist es doppelt wichtig, sich davon zu überzeugen, daß 
das Piinzip von "Wirkung und Gegenwirkung in engem Zusammen- 
hang steht mit dem universellen Energieprinzip, and zwar durch 
die Vermittlung des Prinzips der Eelativität (§ 59), 

Denken wir uns nämlich zwei materielle Punkte 1 und 2, 
zwischen denen irgendwelche Kräfte wirken, in beliebiger Be- 
wegung begriffen. Dann ist nach (147) die in der Zeit dt eln- 
ti'etende Änderung der Summe ihrer lebendigen Kräfte: 

(443) -I- X^dx2 + Y^dy^ -j- Z^dz^ . 

Nan besagt das Prinzip der Relativität, daß diese Größe dL 
angeändert bleibt, wenn man von dem ruhenden Koordinatensystem 
mittelst der Gleichungen (194) auf ein gleichförmig bewegtes Ko- 
ordinatensystem übergeht, und zwar ohne Rücksicht darauf, ob die 
Kräfte ein Potential haben oder nicht. Denn das Relativitäts- 
prinzip gilt nicht nur für mechanische, sondern für alle physika- 
lischen Vorgänge, z. B. auch für die Verwandlung mechanischer 
Energie in Wärme, d. h. der Betrag der in Wärme verwandelten 
mechanischen Energie ist unabhängig von einer gleichförmigen Be- 
wegung des Koordinatensystems. 

Daher erhält man füi' die bezeichnete Koordinatentransforma- 
tion aus (443) die Beziehung: 

X^dx^ A, h X^dx^ -1 = Xi'dic/ h X^dx^ -[-■■■ 

und mit Rücksicht auf (192) und (194): 

X^dXi \-X^dx^-\ =Xi{dx-^—U;,dt)- ■ ■ ^X^^dx^ — 'a^dt) -\- ■■■ 

oder: 

eine Beziehung, die für beliebige u^^ v^, «f-'o nur dann erfüllt ist, 

wenn ganz allgemein: 

(444) Xi = — Xa, 7i = -r„ Z^-^ — Z.,, 
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wie es dem Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gfegeiiwii'kung' 
entspricht, 

§ 130. Die volle Bedeutung und Fruchtbarkeit des letztge- 
nannten Prinzips kommt dann zur Geltung, wenn wir nun wieder, 
ebenso wie früher in der Statik (§ H2), alle in einem System ma- 
terieller Punkte wirksamen Kräfte einteilen in innere und äulier e 
Kräfte. Nehmen wir dann noch das d'AIembertsche Prinzip 
(§ 66) hinzu, so können wir ohne weiteres den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Bei jeder Bewegung eines Systems materieller Paukte 
halten sich in jedem Augenblick die äußeren Kräfte und 
die Trägheitswiderstände an dem starr gedachten System 
im Gleichgewicht, 

Um diesen fundamentalen Satz in eine analytische Form zu 
kleiden, bezeichnen wir die äußeren Kräfte (treibende Kräfte oder 
Zwangskräfte) mit ^5„. Dann folgt gemäß den Gleichgewiehts- 
bedingungen (306) eines starren Körpers: 

l!{%,-~mx] = 0. (445) ' 

■S[r,(g„-mi:")] = Ü. (446) 

Diese sechs Gleichungen bilden den gemeinsamen 4u=igingt, 

punkt für die gesamte Mechanik der starren, fe-iten, üu&'^igen und 

gasförmigen Körper. "Wir prüfen ihren Lihilt zunächst duieli 

einige allgemeinere Anwendungen. 

§ 131. Die Gleichungen (445) nehmen eine seht einfache E orm 
an, wenn man nach (287) die Lage des Schwerpunktes in die 
Betrachtung einführt. 

Darnach ist nämlich durch zweimalige Differentiation nach 
der Zeit t: 

"aSm^'-^^mi, (447) 

und die Gleichung (44.'i) lautet: 

'ia'^m--^S^^, (448) 



d. h. der Schwerpunkt eines Systems materieller Punkte 
sieh so, als ob in ihm die ganze Masse des Systems vereinigt wäi-e 
und als ob alle äußeren Kräfte an ihm angriffen. Bei der Be- 
wegung des Schwerpunktes spielen also die inneren Kräfte über- 
haupt keine Rolle. 

Schleudert man z. B. ii^endeinen festen oder flüssigen Körper 
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frei empor, so bewegt sich seia Scliwerpiuikt in derjenigen Parabel, 
■welche ihm dui'ch die Anfangsbedingungen vorgesehrieben ist, so- 
fern keine andere äußere Kraft als das Gewicht der einzelnen 
Körperteile in Betracht kommt. 

Auch eine Explosion des Körpers kann diese parabolische 
Bahn nicht stören, solange bis einer der Splitter auf ein äußeres 
Hindernis trifft. Ebenso würde die Explosion eines Planeten an 
sich seinen Schwerpunkt öicht hindern, seine elliptische Bewegung 
um die Sonne weiter fortzusetzen. 

Nur eine äußere Kraft vermag dem Schwerpunkt eines Körpers 
eine Beschleunigung zu erteilen. 

Auf tiner absolut glatten horizontalen Fläche vermöchte auch 
der stärkste Mann nicht, sich von der Stelle fortzubewegen, wenn 
er anfangs ruht, oder anzuhalten, wenn er sich in Bewegung be- 
findet. Man erkennt hieraus die wichtige Bedeutung, welche die 
ReibuDg des Erdbodens, des Straßenpflasters, der Eisenbahnschienen 
für die Fortbewegung schwerer Lasten besitzt. Wenn ein Pferd 
einen Wagen anzieht, so wirkt die Kraft der gespannten Stränge 
mit der nämlichen Größe (nicht etwa stärker) auf den, Wagen nach 
vorwärts, wie auf das Pferd nach rückwärts, aber für den Wf^en 
ist dies die einz^e äußere in Betracht kommende Kraft, während 
für das Pferd noch die Eeibuug wirksam ist, die seine angestemm- 
ten Hufe an dem Erdboden erfabren, welche nach vorwärts wirkt 
und mindestens so stark sein muß, daß sie die Spannung der 
Stränge überwindet 

Auch die früher im § 82 aufgeworfene und damals unerledigt 
gebliebene Frage, in welche Bewegung ein ruhender starrer Körper 
durch ein Kräftepaar versetzt wird, findet hier den ersten Teil 
ihrer Beantwortung. Denn nach der Gleichung (448) bleibt der 
Schwerpunkt des Körpers in Ruhe. Die Bewegung ist also eine 
Drehung um den Schwerpunkt. Nun darf man aber nicht glauben, 
daß die Drehungsachse immer mit der Achse des Kräftepaares zu- 
sammenfällt. Diesen Zusammenhang werden wir erst später {§ 149) 
kennen lernen. 

§ 132. Wenn gar keine äußeren Kräfte wirken, oder wenn 
die äußeren Kräfte der Gleichung S^^^ti genftgen, so ist nach 
(448). ro = 0, d. h. der Sehwei-punkt bewegt sich gleichförmig und 
geradlinig (Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes). 

Man kann diesen Satz auch formulieren dnrch Einführung der 
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igrijUen (§ 128), indem mau das lutegTal von i"wr = i) 
in der Form schreibt: 

Sm i == -I^mii = coist, (4491 

Man bezeichnet diesen im Yorli^enden i'alle nach Uröße nad 
Richtung konstanten Vektor als die „resultierende Bewe^ungs- 
größe" des Punktsystems. Dieselbe setzt sieh aus den Bewegungs- 
größen dtr einzelnen Punkte ebenso zusammen wie eine resultie- 
rende Kraft aus einzelnen Kräften. Die Gleichung (449) spricht 
dann den Satz der Erhaltung der Bewegungsgröße (oder der 
Impulsgröße) aus. Ein charakteristischer Unterschied dieses Er- 
haltungssatzes gegen den der Energie besteht darin, daß die Be- 
wegungsgröße ein Vektor, die Energie aber ein Skalar ist, weshalb 
die Erhaltung der ßewegungsgröße durch drei G-leichungen aus- 
gedrückt wird, gegenüber der einen Gleichung der Erhaltung der 
Energie. 

Als ein Beispiel mag der mit der Äbfeuernng eines Geschützes 
verbundene Rückstoß dienen, bei welchem das Geschoß und das 
Geschütz mit gleichen und entgegengesetzt gerichteten Bewegangs- 
größen auseinanderfahren, da die resultierende Bewegungsgröße 
Null war und Null bleibt, so lange keine äußere Kraft ins Spiel 
kommt. 

§ 133. Als weiteres Beispiel für den Satz der Erhaltung der 
Bewegungsgi'öße behandeln wir die Gesetze des Stoßes zweier 
auf der nämlichen Geraden, der a:-Achse, sich bewegenden mate- 
riellen Punkte 1 und 2- Ihre Koordinaten seien a^i und a;2>xi, 
ihre Geschwindigkeiten vor dem Stoß u^ und "^, Damit überliaupt 
ein Zusammenstoß stattfin.det, muß sein: 

u,>u,, (450) 

wobei die Größen u positiT oder negativ sein können. 

Der Stoß ist ein sehr verwickelter Vorgang-, es treten dabei 
starke Kräfte in Tätigkeit, die aber nur kurz andanern und dabei 
in hohem Grade von der materiellen Beschaffenheit der Punkte 
abhängen. Um so wichtiger ist, daß sich aus der allgemeinen 
Mechanik weitgehende Gesetzmäßigkeiten für die Größe der Ge- 
schwindigkeiten nach dem Stoß ableiten lassen. 

Bei der Abwesenheit jeglicher äußeren Kraft gilt nämlich für 
das System der beiden materiellen Punkte nach § 132 der Salz 
der Erhaltung der BewegungsgröGe: 
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■wenn u/ und V die Gescliwinöigkeiten üach dem Stoß bedeuten. 
Zur eindeutigen Bestimmung "von %i\ und v'^ leiclit freilich diese 
eine GleicTiung nicht aus; hierfür bedarf es noch einer weiteren 
Bedingung, die je nach der materiellen Beschaffenheit der Puiikte 
verschieden lauten wird. Nur die folgende Ungleichung muß unter 
allen Umständen erfüllt sein: 

(452) %i\ g i4 , 

da doch die Punkte als undurchdringlich vorausgesetzt sind. 

Wir betrachten nun unter allen möglichen Fällen diejenigen 
beiden, welche als ideale Grenzfälle besonders von Interesse sind. 

§ ISi. Unelastischer Stoß. Ä!s vollkommen unelastisch 
- hezeichnet man den Stoß, wenn die beides Punkte nicht von- 
einander abprallen, sondern mit gemeinsamer Geschwindigkeit 
ihren Weg fortsetzen. Daher gilt hierfür: 

(453) ul = »; = «' 
und nach (451) 

(454) ^_,n^±^^ 

Sind die Massen gleich, so ist die Geschwindigkeit nach dem 
Stoß das arithmetische Mittel der Geschwindigkeiten vor dem Stoß. 
Sind die Bewegungsgrößen gleich und entg-egengesetzt, so ist die 
gemeinsame Endgeschwindigkeit Null 

Beim unelastischen Stoß geht stets mechanische Energie ver-. 
loren. Berechnen wir den Betrag dieses Veriustes. Die Differenz 
der lebendigen Kräfte der beiden Punkte vor und nach dem 
Stoße ist: 

Y ■ {m^ii\ -\- m^u\ — (m-j -\- m^u'A 

oder nach (454): 

also in der Tat positiv. 

Nach dem universellen EnergJeprinaip wird dafür eiu ent- 
sprechender Betrag von molekularer Energie gewonnen, in der 
Form von Wärme, Deformation, Elektrizität. 

Der Umstand, daß diese Energieverwandlung stets einseitig 
erfolgt, in der Richtung einer Abnahme der lebendigen Kraft der 
Bewegung, ebenso wie bei der Beibung, deutet schon hier auf das 
Walten eines dem Energieprinzip an sieb fremden universellen 
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Naturgesetzes hin, das in dem „zweiten Hauptsatz" der Wärme- 
theorie seinen exalcten Ausdrnck gefunden hat, 

§ 135. Elastischer Stoß. Der Stoß heißt vollkommen 
elastisch, wenn die beiden materiellen Punkte durch den Stoß 
nurvoräbergehende, aber keine dauernden Änderungen ihrer mole- 
kularen Beschaffenheit, also weder eine Erwärmung, noch eine 
bleibende Deformation, noch sonst eine Änderung ihrer moleku- 
laren Energie erleiden. 

Dann ist nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie die 
Summe der lebendigen Kräfte der Punkte, als der einzigen Ener- 
gieart, die hier in Betracht zu ziehen ist, nach dem Stoß gleich 
derjenigen vor dem Stoß, also: 

--(m;[H^-]-m3u|j = -^-fmiMi^-f-m2Wg^j (456) 

oder; 

und mitDivision durch die entsprechend umgestellte Gleichung (,451'i ■ 
ii^+u[ = u'^ + u^. (457) 

woraus sieh dann mit (451) die Weihte ergeben: 



weiche in der Tat die Ungleichung (-löü) erfüllen, wenn man (450) 
berücksichtigt. 

Sind die Massen einander gleich, so wird w.i = Ua imd nä=t(i 
d. h. die Geschwindigkeiten tauschen sich einfach aus. Ist in^ sehr 
groß gegen mj, ('"a»«!!), so erhält man mittelst Division im 
Zähler und Nenner durch m./. 



-Mi + 2m2 



: (459) 



Dieser Fall entspricht der elastischen E,eflexion eines mate-. 
riellen Punktes, der mit der Geschwindigkeit Wj gegen eine mit 
der Geschwindigkeit u.^ sich bewegende Wand prallt. Ist if^^O, 
so prallt der Punkt von der ruhenden Wand mit der nämlichen 
Geschwindigkeit u^ zurück, ist u.j_-^-^. so kommt der Punkt 
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(laaernd zur Ruhe, ist it2>-|*, so folgt der Punkt der Wand in 
allmählich wachsender Entfernung. Daß hierbei das Prinzip der 
Erhaltung der Energie gewahrt wird, trotzdem die Geschwindig- 
keit des Punktes sieh ändert, während die der Waud wesentlich 
Uligeändert bleibt, dafür bürgt die Gleichung (456). 

§ 136. Der Vorgang des Stoßes hat den Anlaß gegeben zur 
Einführung des Begriffs der Momentankräfte. Das sind solche 
Kräfte, die nur während einer äußerst kurzen Zeit v von Null 
verschieden sind, aber innerhalb dieser Zeit eine solche Größe 
besitzen, daß sie eine merkliche Gesehwindigkeitsänderung hervor- 
bringen. Um die für eine Momentankraft charakteristischen Merk- 
male zn finden, nehmen wir in deu allgemeinen Gleichungen (412) 
die äußeren Kraftkomponenten *i, *a,--- als Momentankräfte an, 
die von der Zeit t bis zur Zeit t + t wirken, und integrieren die 
auf die Koordinaten ipi, q>i, ■■ ■ bezüglichen Gleichungen über t 
von t bis t + T. Dann ergibt sich, wenn wir die auf den Zeit- 
punkt t-^r T bezogenen "Werte mit einem beigefügten Strich be- 
zeichnen: 

(460) 9i—9i^-^^, ij'i'-— V-'i= ('P^dt, usw. 



Denn wegen der Kleinheit von r verschwinden diejenigen Zeit- 
, welche über endliche Größen zu erstrecken sind. Wäh- 
rend also die Koordinaten ^ selber durch die Momentankräfte nicht 
merklich geändert werden, wie auch unmittelbar verständlich ist, 
da die Geschwindigkeiten stets endlicli bleiben, erleiden die Be- 
wegungsgrößen (und mit ihnen die Geschwindigkeiten) einen Sprung, 
dessen Größe durch das Zeitintegral der betreffenden Momentan- 
kraft dai^estellt wird. Dieses Zeitintegral ist also charakteristisch 
für die Wirkung der Momentankraft, es wird als ..Antrieb" oder 
jlmpnls" *i, i^, ■ ■ ■ der Kraft bezeichnet. 

Wenn man, wie in § 128 geschildert, zur Charakterisierung 
des Zustandes eines Punktsystems neben den Koordinaten g> statt 
der Geschwindigkeiten <p die Bewegungsgrößen v benutzt, so kann 
man sich diese Bewegungsgrößen in anschaulicher Weise erzeugt 
denken durch Momentankräfte, deren Impulse dann den Größen ip 
gleich sind. Daher nennt man die Bewegungsgriißen ip manchmal 
auch direkt Trapulskoordinaten. 
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¥ür die Impulse gilt, wie für alle Arten von Kräften, das 
Prinzip der Aktion und Eeaktion, d. h. jedem Impuls, der von 
einem materiellen Punkt auf einen andern ansgeiibt wird, ent- 
spricht ein gleich großer und entgegejigesetzter von dem zweiten 
Punkt auf den ersten. 

Berechnen wir nun auch die von den Momentankräften ge- 
leistete Arbeit A. Dieselbe ist gleich der Änderung der Energie E, 
oder, was hier dasselbe ist, der lebendigen Kraft L, weil die poten- 
tielle Energie durch die Momentankräfto nach (460) nicht merklich 
geändert wird. Also: 

A^L-L, 

lind nach ('ima) und (409) 

Nun ist aber, da L eine ganze homogene iiuadratische Funk- 
tion der <p (und der if) ist, ^vegen (409): 

^>;'l'i=-'>i'K, (461) 

folglich kann man auch schreiben: 

A=^^'^{tp\-]- r>,)-(Vi-'/'i) 



^ = 2^-+f>.^,, (462) 



d. h. die Arbeit der Momentankräfte ergibt sich durch Maltipli- 
kation der Impnlse mit dem arithmetischen Mittel der Geschwin- 
digkeiten vor und nach dem Stoß. 

Der Vorteil der Einführung der Momentankräfte zeigt sich 
z. E. bei der Ableitung der in § 135 behandelten [Gesetze des 
elastischen Stoßes. Denn hierfür ist nach (462): 

Andereirseits ist nach dem Reaktionsprinzip: 

nnd daraus folgt die Gleichung (457) auf einfacherem Wege als 
früher. 

§ 137. Wir wollen nan auch die al^enieine Gleichung (446) 
einer näheren Betrachtnng unterziehen, und schreiben dieselbe zu 
diesem Zwecke in der Form; 

2-[r, mr]=.S[r, gj. (463) 

PUnuk, Allgsineine Meclianik. 2. Aull. 13 
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Nehmen wir zunächst den speziellen Fall, daß die rechte 
GleichnHgsseite verschwindet, wie wenn gar keine äußeren Kräfte 
wirken, also: 

Dann läßt sich diese Vektorgleichung' wie (I57ii) integrieren 
und liefert: 
(464) ^lr,mv] = eon8t. 

Man bezeichnet ein einzelnes Glied dieser Summe als das 
„Moment der Bewegungsgröße" oder als das „Impulsmoment" des 
betreffenden Massenpnnktes in bezug auf den Koordinatenanfangs- 
punkt, und die ganze Summe als das „resultierende Moment" aller 
Bewegimgsgi-ößen in bezug auf diesen Punkt. Die Bezeichnung, 
das Büdangsgesetz und die Zusammensetzung der Impulsmomente 
entsprechen nach den §§ 85 his 88 genau den für die Momente 
von Kräften gültigen Sätzen. Die Richtung des Vektors (464) heißt 
dementsprechend die „Achse" des resultierenden Moments. 

Eine anschauliche kinematische Bedeutung gewinnt die Glei- 
chung (464), wenn man bedenkt, daß nach den Betrachtungen in 
§ 50 die Projektion des resultierenden Moments auf irgendeine 
durch den Koordinatenanfangspunkt gelegte Ebene, d. h. die Kom- 
ponente des Vektors (464) in Richtung der Normalen dieser Ebene, 
gleich ist der algebraischen Summe der mit den Massen lualtipli- 
zierten doppelten „Fläcließgeschwindigkeiten" der einzelnen Punkte, 
die gemessen werden durch die von den Radüvektoren der Punkte 
in der betreffendenEbene beschriebenenFlächen, positiv oder negativ, 
je nach dem Sinne der einzelnen Drehungen. Wenn die gewählte 
Ebene durch die Achse des resultierenden Moments hindurchgeht, 
so ist die algebraische Summe der mit den Massen multiplizierten 
doppelten Fläehengesehwindigkeiten gleich Null, weil die Kompo- 
nente eines Vektors in einer zu seiner Richtung rechtwinkligen 
Richtung verschwindet; steht die Ebene aber senkrecht zur Achse, 
so ist jene Summe ein Maximum, und zwar gleich dem absoluten 
Betrag des resultierenden Moments (464). Diese ausgezeichnete, 
für aUe Zeiten im Räume feste Ebene führt daher auch den Namen 
„invariable Ebene", und der durch die Gleichung'.(464) ausgedruckte 
Satz den Namen „Prinzip der Flächen", 

Ist die Konstaate in (464) gleich NuU, so verschwindet das 
resaltierende Impulsmoment für alle Zeiten. Doch läßt sich hieraus 
nicht, wie oben in § 132 bd der Bewegungsgröße, ein Erhaltungs- 
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gesetz ableiten, weil die Gleichung nicht allgemein nach der Zeit 
integriert ■werden kann. Daher vermag z. B. eine auf einer absolut 
glatten Fläche frei stehende Person ' sich zwai- keine Drehangs- 
gesehwindigkeit zu erteilen, wohl aber eine Drehung, etwa dadurcli, 
daß sie den rechten Arm seitwärts nach außen streckt, ihn dann 
im. horizontalen Halbkreis vorn herum nach links führt und schließ- 
lich wieder einzieht. Diese Bewegung, gehörig oft wiederholt, be- 
wirkt eine Drehung der Person um einen beliebig großen Winkel 
nach rechts. Hierher gehört auch das berUhmte scheinbare Para- 
doxon von der heräbgeworfenen Katze, die es stets fertig bringt, 
auf ihre Füße zu fallen. 

§ 138. Im allgemeinen Fall läßt sich die Gleichung (463) nicht 
integrieren, wohl aber erfährt sie häufig eine Vereiafachung, wenn 
man an Stelle des ruhendeu Koordinatensystems ein bewegtes ein- 
führt mit parallel bleibenden Achsen und dem Schwerpunkt als 
Anfangspunkt, nach den Gleichungen (191). welche in Vektorform 
lauten: 

i- = r'+r|,, i:=i'4-ro, v=f-fro, (465) 

wobei wegen (287): 

Smi'^0, 2mx'=0, 2'mr'=0. (466) 

Da ferner nach (192) ^a=tfa, so geht (463) durch Einfüh- 
rung des gestrichenen Koordinatensystems über in: 

S[x'+ r„, mC-i'+ x^)] = i;[x'+ Vo, g;j 
oder: 

2[x, mr'J + 2[ro, mt'l + S[x', mto] -1- 2[x„ m},] 

In dieser Gleichung verschwindet auf der linken Seite, das 
zweite und das dritte Glied wegen (466), wie man sich durch Be- 
rechming Irgendeiner Komponente überzeugt; das vierte Glied 
aber ist nach (448) gleich dem zweiten Glied auf der rechten 
Gleichungsseite, so daß man schließlich nur übrig behält: 

i'[r', )»■■'= ^[r',g;], (467) 

und das ist wieder genau die Gleichung (463), nur mit gestrichenen 
Größen. Ihre besondere Bedeutung beruht da,raiif, daß das resul- 
tierende Moment der äußeren Kräfte in bezu^ auf den Schwer- 
punkt häufig einen einfacheren Wert besitzt, Sils das in bezug auf 
den. im Eaume festen Koordinatenanfangspunkt. Ist dasselbe gleich 
Null, wie z. B. für die Schwerkraft, so gilt für die relative Be- 

13' 
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wegung des Panktsystems am den Schwerpunkt das Prinzip der 
Flächen (464), mag sich der Schwerpunkt auch in noch so ver- 
wickelter Weise bewegen. "Wenn man z. B, einen schweren starren 
Körper irgendwie fortschleudert, so dreht er sich, abgesehen vom 
Luftwiderstand, genau ebenso um den Schwerpunkt, als wenn der 
Schwerpunkt ruhte und gar keine äußere Kraft wirksam wäre; 
aus diesem Satz, in Verbindung mit dem Satze § 131 über die Be- 
wegung des Schwerpunkts, läßt sich die Frage nach der Bewegung 
des Körpers vollständig beantworten. Eine ähnliehe Folgerung 
läßt sich ziehesi bezüglich der Drehung- eines Planeten nm seinen 
Schwerpunkt. 

Viertes Kapitel. Dynamik eines starren Körpers. 
§ 139. Wir wollen nun zum Schluß noch die allgemeinen 
Sätze der Dynamik anwenden auf die Bewegung eines starren 
Körpers, und überzei^en uns' zunächst davon, daß in jedem Falle 
die 6 Gleichungen (445) und (446) zur vollständigen Lösung der 
Aufgabe gerade hinreichen. Denn wenn der Körper vollkommen 
frei ist, so besitzt er nach § 103 auch 6 Grade von Bewegungs- 
freiheit, entsprechend den 6 Bewegangsgleichungen, in denen dann 
alle äußeren Kräfte ^^ als gegeben anzusehen sind* Ist aber die 
Bewegung des Körpers von vornherein durch vorgeschriebene Be- 
dingungen beschränkt, so besteht ein Teil der äußeren Kräfte aus 
Zwaogskräften , und die Gleichungen, welche diese Zwangskräfte 
enthalten , können nicht zur Bestimmung der BewegTing dienen. 
•Wir wissen' aber schon aus § 91, daß für den Fall des Gleichge- 
wichts die treibenden Kräfte allein stets gerade so viele Glei- 
chungen befriedigen müssen, als Freiheitsgrade vorhanden sind, 
und eben diese Gleichungen, verallgemeinert durch die Hinzu- 
fügung des Trägheitswlderstandes, eati|.alten auch die Gesetze der 
Bewegung, Ist auf diese Weise die Bewegung des Körpers be- 
stimmt worden, so kann man aus den übrigen Gleichungen die 
Zwangskräfte ableiten, welche dazu nötig sind, um bei dieser 
Bewegung die vorgeschriebenen Bedingungen aufrecht zu erhalten. 
§ 140. Nehmen wir zuerst einen Körper, der um eine feste 
Achse drehbar ist; derselbe besitzt einen Grad von Bewegungs- 
freiheit. Wir machen die Drehungsachse zur s- Achse. Die 
treibenden Kräfte denken wir uns als gegeben und nach § 88 zu 
einer im Koordinatenanfangspunkt angreifenden resultierenden 
Kraft J5 nnd einem Kräftepaar 91 vereinigt; desgleichen die von 
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Toriiliereiii uübtkaanteQ Zwangskräfte zu der Eesultievenden ^' 
und dem Kräftepaar '31', 

Dann entliält von den sechs Gleichungen (445) und (446) nur 
die letzte kein auf die Zwangskräfte hezügliclies Glied. Denn 
nach § 91 vermögen die Kräfte, welche die s-Achse festhalteiii 
kein Dtehungsmoment um diese Achse zu liefern. Es gilt daher 
für die .£-Kompoiiente von (446): 






wo die Summierung über alle einzelnen Massenpunkte oder Massen- 
elemente des Körpers zu erstrecken ist; und diese eine Gleichung 
gentigt zur Bestimmung der Bewegung. Wir haben nur noch alle 
darin vorkommenden Variabeln durch die einzige nnabhängige 
Variable auszudrücken, welche die Lage des Körpers bestimmt, 
und als welche wir den Winkel g> nehmen, den eine beliebig aus- 
gewählte, durch die «-Achse gelegte im Körper feste Ebene mit 
der icj-Ebene bildet. Dann ist mit Einführung von Zylinderkoordi- . 
naten, ebenso wie in (U'2(ia}: 



] — - — QiHlüfpi 



= 0, 



[ (469) 



wenn i>i die konstante Entfernung des Punktes 1 von der .?-Achse 
be>ieichnet, und diu-ch nochmalige Differeatiation: 

d-;7= - Pi cos <p, {-f^j - Q, sin cp,^, 

^^= - ,, sin <p, m+ (>, cos <p, 5,t : («9 a) 



folglich durch Substitution in (468); 

Diese Bewegungsgleichung besitzt ganz die Form derjenigen 
(8) eines Massenpunktes auf einer Geraden, nur daß statt der Be- 
schleunigung die Winkelbeschleunigung, statt der Krafb das Dre- 
hungsmoment und statt der konstanten trägen Masse die konstante 
Siunme Smipf auftritt, welche daher das Trägheitsmoment J 
des Körpers in bezug auf die ^-Achse genannt wird. 



H..te.by Google 



19S 11^- Teil. 4. Kapitel. 

Die lategratioii der Gleichung voUzielit sich daher auch ganz 
nach den nämlichen Methoden wie bei der geradlinigen Bewegung. 

Noch direkter gestaltet sieh die Ableitung, ■wenn man die 
Lagrangeschen Bewegungsgleichangen zweiter Art benutzt. Denn 
die Arbeit der änßeren Kräfte bei einer Verschiebung des Körpers 
um drp. ist nach (327): 

also die äußere Kraftkompooente nach (403): 
^ = %. 

Andererseits ist das kinetische Potential, mit Benutzung von 
(469): 
(470) H-=L=\ i'm, gf = i Jqj=. 

Folglich nach (405); 
(471.) ■}<P — %: 

wie oben. 

'§ 141. Nachdem die Bewegung mittelst (471) bestimmt ist, 
ergeben sich für die resultierende Kraft und die resultierenden 
.Drehungsmoinente der Zwangskräfte, von denen die Drehungsachse 
festgehalten wird, oder, was dasselbe bedeutet, für den Wider- 
stand, den die Drehungsachse leisten muß, aus (445) und (446) die 
fünf Gleichungen: 
(472) %' =2XVi"g, 

.Wir wollen hier den speziellen Fall weiter verfolgen, daß die 
treibenden Kräfte alle Null sind, daß also der Körper sich mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit 7) ujn die feste ^-Achse dreht, 
Danu sind % und 3t gleich Null, wäbrend die Zwangskrät'te %' 
und ?il' durch die letzten Gleichungen bestimmt werden, wenn man 
darin die Glieder mit % und 5ß fortläßt. 

Die resultierende Zwangskraft %' hat eine anschauliche Be- 
deutung, Denn wenn man in (47'2) füi- die Komponente von Vj die 
Wert« (469a) einsetzt, ergibt sieb, mit Rücksicht auf if = und 
auf (-287): 

^3.'= — *p^ üm^Qi^ cos ^1= — ^^XmiXi=—<p-Xii 2ni^ . ■ 
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d, h. die resultierende Zwaiigskraft ist gieicii und entgt 
der Zentrifugalkraft des mit der Masse ^m^ und der Winkel- 
geschwindigkeit (p um die Drehungsachse rotierenden Schwer- 
punktes, — ein Satz, der auch direkt aus dem Prinzip der Be- 
wegung des Schwerpunktes (§ 131) folgt. 

Nehmen wir nun weiter aa, daß die Drehungsachse diueh den 
«chw erpaukt geilt, so verschwindet die resultierende Zwangski-aftg', 
aber die Drehungsmomente der Zwangskräfte 31/ und 91,/ sind im 
allgemeinen von Null verschieden, nämlieh: 

Dies bedeutet, daß auch in dem jetzigen Falle die Drehungs- 
achse durch äußere Kräfte, und zwar durch' ein Kräftepaa_p, ge- 
stützt werden maß, wenn sie in Ruhe bleiben soU, oder daß, wenn 
die Achse einmal frei gegeben wird, der Körper, trotzdem keine 
treibenden Kräfte wirken und trotzdem der Schwerpunkt in Ruhe 
bleibt, die Richtung seiner Drehung nicht mehr beibehalten wird. 
Die Frage, wie sich dann die Drehungsachse ändert, gehört zu der 
späteren Untersuchung über die Bewegung um einen festen Punkt. 
Nur in dem speziellen Falle, daß: 

2wiiyi^i = und ^w^y^i^i^ö, (475) 

fällt der äußere Zwang bei der betrachteten Drehung ganz fort, 
und die «-Achse besitzt die Eigenschaft einer „freien" oder „per- 
manenten" Drehungsachse. 

§ 142. Nachdem wir im § 140 auf den Begriff des Trägheits- 
moments SmQ^=J eines Körpers in bezug auf eine bestimmte 
Achse geführt worden sind, wollen wir nun die Frage näher unter- 
suchen, nach welchen Gesetzen die Größe des Trägheitsmoments 
eines bestimmten Körpers von der Lage der Achse abhängt; denn 
die letztere ist von vornherein vollkommen willkürlich wählbar, 
sie kann auch ganz außerhalb d,er Masse des Körpers liegen. 

Betrachten wir zuerst die Trägheitsmomente eines bestimmten 
Körpers in bezog auf solche Gerade, die alle durch einen einzigen 
Punkt, den Koordinatenanfangspunkt 0, gehen. Die Lage einer 
derartigen Geraden ist bestimmt durch ihre Eichtungseos X, n, v. 
Nun ist, wenn x, y, s die Koordinaten des Massenpunktes m, und 
r seine Entfernung von bedeutet: 

p = r-sinö-, 
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WO ^ den Winkel zwiseheii dem Eadiiisvektor r iiiid der Geraden 
{l, n, V) bezeichnet, also: 

cos & = A ■ -^ -f /( ■ -|- + i' ■ 4 ■ 

Folglich besitzt das Trägheitsmoment des Körpers in bezng 
auf die Gerade (X, (i, v) den Wert: 

J= Smr^ sin3& = i:mr^(/3-i- ^2-j- v'^— cos^Ö-) , 

(476) —^iivSmyz — lvXXmzx — ^Xy.Smxy. 

Läßt man nun die Richtung der GeradeB, also l, n, v, vari- 
ieren, so bleiben die sechs Summen H konstant und einweisen sich 
dadurch als charakteristisch für die Größen der Trägheitsmomente 
in bezug auf sämtliche durch gehende Gerade, Die drei ersten 
Summen sind die Trägheitsmomente J^, Jy, J^ in bezug auf die 
drei Koordinatenachsen. Die drei letzten bezeichaet man auch als 
,, DeTiationsmomente". 

Eine gute Übersicht über die Art der Abhängigkeit der Größe J 
von X, [i, V läßt sich gewinnen, wenn man auf jeder durch gehen- 
den Richtung X, u, v den Wert von —= als Strecke von ab anf- 

yJ 

getragen denkt. Dann bilden die Endpunkte |, ri, g aller dieser 
Strecken eine Fläche, deren Gleichung bestimmt wird durch die 
Beziehungen: 

^^/J' ''""/J' ^^/J 
in Verbindung mit (476), 

Dies ergibt mit Elimination von X, (i, v als Gleichungen der 
Fläche: 

(477) %^J^-^'ifJ,j'\'^^J'^—1rii;2:myz—2i;g2:mzx—1%n^''nxy=^i, 
also ein EUipsoid mit dem Anfangspunkt als Zentrum, -welches 
da« „Trägheitsellipsoid" des Körpers in bezug auf den Punkt 
genannt wird. 

Ein jeder Punkt im ganzen unendlichen Eaume kann als Zen- 
trum eines solchen Trägheitsellipsoida angesehen werden, und das 
Trägheitsmoment des Körpere in bezug auf irgendeine durch diesen 
Punkt gehende Gerade ist gleich dem reziproken Quadrat des be- 
treffenden Halbdurchmessers des Ellipsoids. 

Da die Größe des Trägheitsmoments unabhängig ist von der 
Wahl der Koordinatenachsen, so ist auch die Form des Trägheits- 
ellipsoids davon unabhängig. 



H..te.by Google 



Dynamik eiDes starren Körpers, 20] 

Die Hauptachsen des EUipsoicIs heißen „Hauptträgheitsachsen" 
lind die entsprechenden Trägheitsmomente die „Hauptträgheits- 
momente". Letztere sind zugleich die reziproken Quadrate der 
Halbachsen des EUipsoids. 

Die Gleichung des Trägheitsellipsoids nimmt eine besonders 
einfache Form an, wenn man die Koordinatenachsen mit den Haupt- 
trägheitsachsen zusammenfallen läßt; denn dann lautet sie: 

oder, wenn wir die Hauptträgheitsmomente mit P, Q, R bezeichnen: 

F^^+Qri"-+It^^i. (478) 

Der Vergleich mit der allgemeinen Gleichung (477) zeigt, daß 

für die Hauptträgheitsachsen als Koordinatenachsen die Deviations- 

moiuente versehwinden; 

Smys = , 2:mzx = , 2:mxy=Q , (479) 

und daraus wiederum folgt naoli (476) für das Trägheitsmoment 
des Körpers in bezug auf eine Gerade, deren Richtungseos mit den 
Hauptträgheitsachsen ?., fi, v sind: 

J=pr-+(^,M^4-Ä)'^ (480) 

Das größte unter den drei Hauptträgheitsmomsnten P, Q, It, 
nämlich dasjenige, welches der kleinsten Achse des Trägheits- 
ellipsoids angehört, stellt zuglaich das größte Trägheitsmoment 
dar, welches eine Gerade durch überhaupt besitzen kann, und 
Wenn speziell P^ Q ^ J2 , so ist auch J= P, und das 
i wird eine Kugel. Dies gilt z. B. für den Mittel- 
punkt eines homogenen Körpers von der Form einer Kugel oder 
aucli eines Würfels, ans SymmetriegTttnden. 

Die Lage, die Größe und die Achsenrichtung des Trägheits- 
ellipsoids ändern sieh, wenn man den Mittelpunkt' des EUipsoids 
verschiebt. Im allgemeinen läßt sich sagen, daß die Dimensionen 
des Trägheitsellipsoids um so mehr zusammenschrumpfen. Je weiter 
sich der Mittelpunkt des EUipsoids vom Körper entfernt. 

Vergleicht man die Qleicliungen (479) mit (475), so ergibt sich, 
daß diejenigen Hauptträgheitsachsen, welche durch den Schwer- 
punkt des Köi-pers gehen, zugleich die Eigenschaft freier oder 
permanenter Drehungsachsen besitzen, und zwar als einzige 
ihrer Art. 

§ 143. Wir fragen nun weiter nach den Trägheitsmomenten 
eines Körpers in beziig auf zwei Gerade, die nicht von dem näm- 
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liehen Punkt ausgehen, uüd zwar zunächst für zwei Pai-aliete, 
Nehmen wir die erste 'deraelben zur ^^- Achse, so köunen wir die 
zweite als die z'-Achse eines zweiten, gesti-ichenen Koordinaten- 
systems mit parallelen AchseBriehtungen betrachten, und erhalten 
dann fiii' die beiden zu vergleichenden Trägheitsmomenter 
-/,= 2!m {x^ -\- y^) , Jz — Sm (x'^ + y'^ . 
Ohne die AUgemeiuheit zu beschränken, können wir weiter 
die durch 2 und / geleg^te Ebene als (x2)-Ebene und den Anfangs- 
punkt 0' auf der a!-Achse befindlich annehmen. Dann lauten die 
'fransformationsgleichungeu einfach: 

x' = x — h, y' = y, s' = .; , 
wo h die Entfernung der beiden Parallelen bedeutet, und da^ Träg- 
heitsmoment in bezug auf die s'-Acbse wird: 

J^ = ^-m{x^-\-y^) — ih2mx-{- h^^m. 
Lassen wir nun die s^-Achse durch den Schwerpunkt des 
Körpera gehen, so wird Smx = Q, und die letzte Gleichling lautet: 
(481) J,, = J^+h^2::m, 

d, h. das Trägheitsmoment eines Körpers in bezug auf irgendeine 
Gerade ist gleich dem Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf 
die durch den Schwerpunkt gehende Parallele, vermehrt um das 
Produkt der Gesamtmasse In das Quadrat des Abstandes der Ge- 
raden vom Schwerpunkt. Unter allen zu einer bestimmten Rich- 
tung parallelen Geraden liefert also diejenige durch den Schwer- 
punkt das kleinste Trägheitsmoment, und die übrigen Parallelen 
gruppieren sich nach ihrem Trägheitsmoment in koaxialen Kreis- 
zylindern um diese eine Gerade. 

Damit ist nun auch die allgemeine Erage nach dem Trägheits- 
moment J eines Körpers in bezug aiif eine ganz beliebige Gerade 
erledigt. Bezeichnet nämlich nun M die Masse, P, Q, B die Haupt- 
trägheitsmomente des Körpers in bezug auf seinen Schwerpunkt, 
so ist nach (480) und (481): 
(482) J^FX^+Qu^+Ei^-' + Mh^, 

wenn i, 11, v die Biclitungscos der Geraden in bezug auf die Haupt- 
trägheitsachsen, and k ihre Entfernung vom Schwerpunkt bedeutet. 
§ 144. Machen wir noch eine Anwendung auf die Bewegung 
eines schweren Körpers mit fester horizontaler Drehungsachse: 
eines sogenannten „physischen" Pendels, im Gegensatz zu dem im 
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§ 6y behandelten „mathemattsehen" Pendel Im Anschluß au die 
dortige Bezeichnung bestimmen wir die Lage des Körpers durch 
den Winkel ^, welchen die durch die Drehangsaehse and den 
Schwerpunkt 8 des Körpers gehende Ebene mit der durch die 
Drehungsachse gehenden Vertilcalehene bildet, und legen die Zeich- 
nangsebene (Fig. 38) durch 8 und rechtwinklig zur Drehungsachse, 
die sie im Punkte schneidet. Dann ist die treibende Kraft Mg 
mit dem Angriffspunkt S, und ihr Drehungsmoment in l)e?:ug auf 
die feste Achse: 

— Mghsiatp, 
wo h — SO die Entfernung des Schwerpunktes voji 
der Achse ist. Mithin nach (471): 

jf^^^ — Mgksiü'p. (483) 

Ein Vergleich dieser Gleichung mit der (344) für 
ein mathematisches Pendel von der Länge l ergibt 
völlige Identität derselben, wenn gesetzt wird: 

i-m, («■') 

d. h. die Bewegning eines physischen Pendels erfolgt 

genau ebenso wie die eines mathematischen Pendels 

mit der durch (484) bestimmten Länge l. Daher ^'^' ''"■ 

heißt diese Größe auch die „reduzierte Pendellänge", und der auf 

der Geraden OS um die Strecke l von entfernte Punkt heißt das 

„SchwinguBgszentrum" 0'. 

Über die Abhängigkeit der Strecken l und h voneinander gibt 
die folgende Betrachtung Auskunft. 

Nach (481) ist: 

J^Ja + MK^ 

wenn J^ "i^-s Trägheitsmoment des Körpers in hezug auf die durch 
den Schwerpunkt gehende Parallele zur Drehungsachse bedeutet. 
Also mit Substitution in (484): 

'-i' + m- («« 

daher ist ^>A, wie in der Pig. 38 gezeichnet. Verlegt man die 
Drehungsachse in eine andere parallele Gerade, so ändern sich h 
und I nach (485), während Jq ^^^ ^ konstant bleiben. 

Sowohl wenn h sehr klein als auch wenn h sehr groß wird 
(Schwerpunkt sehr nahe an oder sehr weit von der Drehungsachse), 
nimmt die reduzierte Pendellänge l und mit ihi- die Schwingungs- 
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dauer sehr gToße Werte an, im letzteren Fatle falleB Schwerpunkt 
und Schwingungszentrulli nahe zusammen, wie beim mathema- 
tischen Pendel. Ein Minimum wird l für/i = l/j|, nämlich; 

Geht man von einem beliebigen Wert von li aus, dem ein ge- 
wissei' Wert von l entspricht, und verlegt dann die Drehungsachse 
in die Parallele durch das Schwingungszentrum 0', macht also: 

so erhalt man als neues Schwingungszentrum denjenigeu Punkt, 
der von 0' cntfurnt ist um die Strecke: 

(486) r = /t'+ -^l, ^l-h + h^l, 

d. h. das neue Schwingungszentrum fäilt mit zusammen, und die 
reduzierte Pendellänge ist dieselbe wie vorher. Auf diesem Satze 
beruht die Bedeutung des E,eversionspendel;s. 

§ 145. Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Bewegung 
eiues starren Körpers um einen festen Punkt und gelangen da- 
mit zu einer wesentlich neuen Gattung von Erscheinungen. Wiili- 
reud nämlich die Drehung eines Körpers um eine feste Gerade, 
wie wir gesehen haben, eine gewisse Analogie zeigfcmit der Be- 
wegung eines Punktes auf einem Kreisbogen (physisches und 
mathematisches Pendel), ist die Drehung um einen festen Punkt 
wesentlich verwickelter als die Bewegung eines Pnnktes auf einer 
Kngelfläche, weil hier drei Ereiheitsgrade, dort aber nur- zwei vor- 
handen siud. 

Bilden wir uus daher zunächst rein kinematisch eine Anschauung 
von der Natur einei- solchen Drehung. 

Aus § 10t wissen wir, daß dieDrehung am'^eineu festen Punkt 
itt jedem Augenblick eine Drehung ist um eine durch gehende 
Gerade. Aber diese Gerade wird nicht für alle Zeiten die näm- 
liche sein, sondern sie wird ihre Eichtnng steti wechseln, und 
zwar sowohl im Baume als auch im Körper, d. h. es werden sich 
sowohl die Winkel ändern, welche die augenblickliche Drehungs- 
achse mit den Koordinatenachsen bildet, als" auch werden die mate- 
riellen Punkte wechseln, welche die Drehungsachse darstellen. 

Um dies anschaulich zu machen, kann man sich zunächst 
denken, daß die Drehung stets ein-e endliche, aber äußerst kleine 
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Zeit lang um die jeweilige Dreliungsaiilise stattfindet uüd dann 
plötzlich auf eine selir nahe benachbarte Drehnngsachse über- 
springt. 

Dann bilden die Richtungen, welche nach nnd nach die EoUe 
der Drehungsachse übernehmen, eine Schar von Greraden imßaume: 
OPi, OP^, OPi, ■ ■ ■ ■ (Fig. 39). Anderseits bilden diejenigen mate- 
riellen Geraden, um welche nach und nach die Drehung stattfindet, 

eine Schar voa Geraden im Körper: OPi, OP^, OPl, , die man 

■sich dadurch fixiert denken mag, daß man ihre Durchsclmitts- 
punkte i^i , P3 , Pj , ■ ■ ■ ■ mit der Köi-peroberflä,che mit einem Zeichen 
versieht. Wenn diese beiden Seharen von Geraden, die im Räume 
feste, und die im Körper feste, bekannt sind, so er- 
gibt sich unmittelbar die Art der Bewegung: es ist 
eine Drehung des Körpers, und somit, auch dei im 
Körper f^tliegendön Schar von Geraden OF um 
diejenige Geradft, welche jeweils den beiden Sihiren 
gemeinsam ist, also in dem durch die Figur daige 
stellten Äugenblick um die Gerade OPi. Das Lbei 
springen auf die nächste Drehungsachse tritt immer 
gerade dann ein, wenn die nächste Gerade der Schar OP' Fig. ss. 
mit der nächsten Geraden der ScharOPzusammenfällt, 
in der Figur, wenn OP'2 mit OP^ zusammenfällt. Auf diese Weise 
treten die Drehungsachsen OPi, OP^, OFs, — der Reihe nach in 
Tätigkeit, sobald die materiellen Geraden OP^, OP'^, OF'^, ■ ■ ■ ■ 
deren Richtungen annehmen. 

Geht man schließlich von den endlichen kleinen Zeiten nnd 
Winkeln zu den unendlich kleinen Werten über, so verwandeln 
sich die beiden Scharen von Geraden in zwei sich längs einer Ge- 
raden berührende Kegel OF und OP', von denen der erate im Räume, 
der zweite im Körper fest ist, und die Bewegung des Körpers um 
den festen Punkt erweist sich als identisch mit dem Abrollen 
des im Körper festen Kegels an dem im Räume festen Kegel, in- 
sofern man als „Rollen" eine Bewegung bezeichnet, bei welcher 
die Berührungsgerade der beiden Kegel ruht. 

Wenn der eine Kegel in eine einzige Gerade zusammen- 
schrumpft, tat es der andere auch. Dann erfolgt die Drehung um 
eine sowohl im Räume als auch im Körper feste Achse. 

§ 146. Die dynamischen Gesetze der Bewegung sind voll- 
ständig enthalten in den drei Gleichungen (463): 

2[x,mx] = ^l, (487) 
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■WO 91 das Drehuiigsmoment der treibenden Kräfte in bezug auf 
deu festen Punkt bedeutet. 

Denn die Zwangskräfte, ■welche diesen Punkt festhalten, ■ver- 
mögen kein Drehungsmoment um ilin zu liefern. Die Sch'wierig- 
keit der Aufgabe besteht allein darin, die Summe J, zuriiekzuführen 
auf die drei unabhängigen Variabein, von denen die Lage des 
Körpers abhängt, und ihre ersten und zweiten Differentialquotienten 
nach der Ti&.V. Wir wollen hier diese Aufgabe direkt in Angriff 
nehmen. 

"Was zunächst die Lage des Körpers betrifft, so fuhren wir, 
ttm den Vorteil der Symmetrie aicht einzubüßen, ebenso ■wie in 
§ tOO, ein im Körper festliegendes, gestrichenes Koordinatensystem 
ein, durch die Gleichungen (329). Dann bestehen zwischen den 
neun Eichtungseos «i bis .73 sechs Eelationen, die, je nach Bedarf, 
in den Formen (331), (332), (333), (334) attsgedi-ilekt werden können, 
aber außer diesen auch noch andere nützliche Formulierungen zu- 
lassen. Die wichtigsten derselben ergeben sieh, wenn man die 
Gleichungen (329) nach x, y, z auflöst und dann mit denjenigen 
Gleichungen identifiziert, welche sich aus (329) ergeben, wenn man 
darin einfach die ua gestrichenen Größen mit deu gestrichenen, und 
zugleich die Buchstaben a, ß, y mit den Ziffern 1, 2, 3 wechsel- 
seitig vertauscht. 

Dann folgt nämlich: 

(488)», _*->:•-- ft'', ft-""'^"'", )',-''"'5-^*,nsw. 

wobei D die Determinante der Gleichungen bedeutet: 

I «1 «£ «8 

(489) I> = \ß, ß^ ß^ ■ 

\ 7i /"- 78 
Diese Determinante besitzt einen sehr einfachen Wert. Denn 
wenn man die drei Gleichungen (488) quadriert und addiert, so er- 
gibt sich nach (331): 

-O'^dSars — |5B72)'+(?'a«8— )'B«2)^+(«al?B--«8i3a)^ 
= («I -i-ßl + 7i)(4 + ^s^ 7t) -- («2«8 + ßik + 7^7if 
= 1, 
also: 

(490) i> = ±l. 

Die Frage des Vorzeichens entscheidet sich dadurch, daß man 
einen speziellen Fall ins Äuge faßt. Denn da die llichtungscos 
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sich stetig ändern, so ist aiicli D stetig und, wenn man (490) liiiizu- 
nimmt, vollkommen konstant. Läßt man nun die a^'-Aehse mit der 
a^-Ächse und die y'-Ächae mit der y-Ächse zusammenfallen («1= 1 , 
j?2^1), so fällt auch die /-Achse mit der s-Achse zusammen 
(73 = + 1), da schon im § 100 auch das gestrichene Koordinaten- 
system als rechtshändig vorausgesetzt wurde. Mithin ist dann die 
Determinante ('189): 

: 1 1 
_D = |o 1 o! = l (491) 

!o -0 ij 
und behiilt diesen Wert für alle Lagen des im Koriier festen 
Systems, 

Damit werden die GHeichungen (488): 

und analog für jeden anderen der neun ßichtungscos. 

Das Bildungsgesetz dieser nenn Relationen leuchtet unmittel- 
bar ein, wenn man "bedenkt, daß auf der rechten Gleichungsseite 
nur diejenigen Buchstaben und Ziffern auftreten, welche links 
nicht vorkommen. 

So ist z. B.; 

/^^■^ßg^i — ßi(3s, usw. 

§ 147, "Wenden wir uns jetzt zu dem Gfcschwindigkeits- 
znstand des Körpers. Auch hier knüpfen, wir an das im zweiten 
Kapitel abgeleitete Resultat an. daß die allgemeinste unendlich 
kleine Verschiebung des Körpers dargestellt wird durch die Kom- 
ponenten einer Drehung in bezug auf die drei Koordinatenachsen. 
Auch die Bezeichnungen nehmen wir vom § 100 herüber, nur wollen 
wir hier unter g, ?;, £ nicht die unendlich kleinen Drehungswinkel 
selber, sondern die endlichen Verhältnisse dieser Winkel zu dem 
Zeitelement di verstehen, die wir passend als die Komponenten 
der Drehungsgeschwindigkeit in bezug aiif die Koordinaten- 
achsen X, y, z bezeichnen. Dann erhalten wir statt der Glei- 
chungen (336): 



(493) 



1= 


=ftt 


+& 


t 


+ft1l?=- 


-(nt 


+ r.f- 


+ r.f^. 1 


J/= 


=^.1? 


+7, 


diu 

•■Ti 


+l-.t- 


-(«.li' 


+ «.t 


+ «.1?). 


^ 


=«.f 


+"i 


iß. 


+«.t=- 


-(ftt 


+ f^S 


+ ft'§). 1 


während statt der 1 


aleichungen 


(335) die analogen auftreten: 
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Die Verhältnisse der Komponenten §, «j, g bestimmen Aviederimi 
die lliclitung der Drehungsachse, und der absolute Betrag des Vek- 
tors die Größe der Drehungsgeschwindigkeit, d, h. das Verhältnis 
des unendlich kleinen Drehungswinkels zum Zeiteleraent dt: 
(495) 03 = 4./g.+ ,^.^gä. 

Wie bei jedem Vektor, so ergibt sich auch bei der Drehungs- 
gesehwindigkeit die Komponente in irgeadeioer beliebigen Rich- 
tung durch Multiplikation der drei Grrößen g, ri, ^ einzeln mit den 
entsprechenden Eichtungscos der betrefienden Eichtung, und Addi- 
tion der erhaltenen Produkte. Nach diesem Bildnngsgesetz er- 
geben sich auch die Komponenten der Drehungsgesch-windigkeit 
in denjenigen Dichtungen, welche die gestrichenen Koordinaten- 
achsen in dem betrachteten Augenblick einnehmen; 

i «J-hiSi^j + Zie-r, 

(496) «.§ + &'/ + 72^='/', 

oder, wie unmittelbar daraus folgt: 

(497) '; = ?ir+^a'/+i^8e'> 

Die Bezeichnungen sind wiederum so gewählt, daß die unge- 
strichenen Größen g, rj, C, den Buchstaben a, ß, y, die gestrichenen 
Größen §', r/, g' den Ziffern 1, 2, 3 entsprechen. 

Man nennt gewöhnlieh g', rf, ^' die Komponenten der Drehangs- 
gesehwindigkeit des Körpers in bezug auf die gestrichenen Ko- 
ordinatenachsen. Diese Bezeichnung ist aber mit Vorsieht zu ge- 
brauchen, da doch der Körper im gestrichenen Kooi-dinatensystem 
festliegt und daher in bezug darauf durchweg die Drehuugsge- 
schwindigkeit Null besitzt. 

Die Einführung der Komponenten der Drehungsgeschwiadig- 
keit gewährt den wichtigen Vorteil, daß sich die zeitliehen Diffe- 
reutialqaotienten aller neun Eichtungseos Gi,---7g bequem und 
symmetrisch durch diese drei Größen ausdrücken lassen. So ist 
z. B. nach (496) und (492): 

ßiV-«2l'=«,(o.g + &'? + 7.?)-«.(«il + ft'? + 7iO 
(497a) =ysV-ß,^ 
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uad weiter nach (493): 

/ da, , da, I d,ai,\ , „ /„ da, , „ da, , , dai\ 

mithin: 

'',t = «.';'-«ar (498) 

Kud deaieatspreclieTid acht andere Delationen, für deren Bildungs- 
gesetz charakteristisch ist, daß auf der rechten Seite der G-ieichiiiig 
nur derjenige Buchstabe auftritt, der auch links steht (hier «), 
während umgekehrt gerade diejenigen Ziffern auftreten (hier 1 
und 2), welche links fehlen. 

Diesen neun Eelationen stehen nach (_497a) gegenüber die 
anderen neun von der Form: 

-^^'^nV~lU, usw, (499) 

in welchen die Buchstaben «, ß, y und die Ziffern 1, 2, 3 ihre 
Eollen vertauscht haben. 

Die durchgehende Analogie zwischen den gesti-ichenen und den 
ungestrichenen Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit spricht 
sich auch in den Beziehungen aus, mittelst deren sich §', rf, C,' 
durch die Düferentialquotienten der a, ß, y ausdrucken. Man ge- 
langt zu ihnen durch Kombinierung von (496), (492) uad (499): 

g' = {ß^Ys - ßs7^ g + (7.«8 - 73«2) n + («,^8- «8^2) e 

in vollkommener Analogie mit (493). 

Ebenso entsprechen den drei Gleichungen (494) die folgenden 
drei: 

«.1& + &f'+J'.S'-0, nw. (501) 

§ 148. Wir sind nun soweit Yorbereitet, um die Eeduktion 
der drei Bewegungsgleichungen (487) auf die unabhängigen Va- 
riabein direkt vorzunehmen. Wir schreiben die erste derselben in 
der Form: 

und führen statt der ungestriehenen Koordinaten x, y, i 

Plsück, Allgeineino Meehanili. 3. Aufl. ' 
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Punktes m die gestri^^lieiien x, y, z ein, da dies-o iiidit von der 
Zeit abhängen. Dies gescliieht mittelst der Gleicliuiigen (329) und 
deren Ableitungen: 

und ergibt für die Summe in (502) eine Anzahl Glieder, in denen 
die Richtungscos und deren Abgeleitete vor die Summierungs- 
zeichen ^ gesetzt werden können. Dahinter bleiben allein zurück 
die seebs Qi-Ößen Smx^, 2^my'^, .Sm/^, S^mx'y, ^my'z , Xmz'x, 
welche von der Zeit unabhängig sind. 

Wenn wir von jetzt ab die gestrichenen Kooi-dinatenachseu 
mit den Hauptträgheitsaehsen des Körpers in hezug auf den festen 
Punkt zusammenfallen lassen, so verschwinden nach (479) die 
drei letzten Summen und es bleibt von (502) übrig: 



-y.'&S- 



oder mit Einfuhrung von g', r/, C' aus den Relationen (498) und 
Berücksichtigung von (492): 

A}(«,7/>ß30-S»«^'^ + («3^+«ig')i'my'^ + («ig' + ß.V)-^'"^^''}=i'<'. 

und schließlich, wenn wir wieder, wie in § 142, die Hauptti-äg- 

heitsmomente mit P, Q, R bezeichnen und dementsprechend die auf 

die Haupttragheitsachsen bezogenen Komponenten der Drelmngs- 

geschwindigkeit: 

(504) g'=P, v'—'l: C = r 

setzen; 

ebenso; ]\-^[ß^pP^ ß^qQ-^ ß^rR)^''i\,^ 
I und; ^(r,i!P+7,5Q + r!t'--S) = 9f.- 

Diese drei Bewegungsgleichungen sind zwar sehr einfach und 
übersichtlich gebaut, haben aber noch den Nachteil, daß in ihnen 
. die ncTin Riehtungseos vorkommen. Man kann sich von ihm he-, 
freien, wenn man die GHeichungen der Eeihe nach mit den ent- 
sprechenden Riehtungseos multipliziert und addiert, d. h. wenn man 
die Bewegungsgleichungen statt auf die ungestrichenen aufdiege- 
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strichenen Koordinateiiaehsen bezieht. Dann ergibt sich /-unäehst 
durch Multiplikation mit ßi,A,)'i und nachfolgender Addition, bei 
Berücksichtigung von (501), (500) und (504): 





^S- 


-«3- 


-E)qr, 


ebenso: 


«S- 


-{S- 


~F)rp: 


und: 


<- 


-(■P- 


■'Q)tr- 



Dies sind die sogenannten Eulerachen Bewegungsgleichungeu. 
Charakteristisch für sie ist das zweite Glied auf der linken Seite, 
durch welctes sie sich von der Gleichung für die Drehung um' 
eine feste Achse unterscheiden, und welches die Schwankungen 
der Drehungsachse bedingt, 

§ 149. Machen wir nun einige spezielle Anwendungen, zu- 
nächst auf den Fall, daß der Körper ursprünglich sieh in Euhe 
befindet, d, h. daß die Anfangswerte po, ^o, ro alle verschwinden. 
Es fragt sich: um welche Gerade wird er unter der Einwirkung 
der gegebenen Kräfte seine Drehung beginnen? 

Da die Kichtungsverhäitnisse der Dreliungsachae in bezug auf 
die Hauptträgheitsachsen allgemein durch die Verhältnisse p:q:r 
dargestellt werden, und da für hinreichend kleine Zeiten t: 

so ist beim Begiun der Bewegung: 

und nach (506): 

%,, ^ %. 
"P '■ Q - R ■ 



j,:,:,. = ^.:^:^- . (507) 



Durch diese Gleichung findet auch die am Schluß des § 33J- 
noch unerledigt gebliebene Frage nach der Aj-t der Bewegung, in 
die ein . ursprünglich ruhender freier starrer K(5rper durch ein 
Kräftepaar versetzt wird, ihre vollständige Beantwortung. Dort 
sahen wir, daß der Schwerpunkt des Körpers in Ruhe bleibt, hier 
erkennen wir die Eichtung der anfänglichen Drehungsachse. Die- 
selbe fällt nur dann mit der Richtung der Achse des Kräfte- 
paares 3J zusammen, wenn entweder die drei Hauptträgheita- 
momente einander gleich sind, oder wenn die Achse des Kj-äfte- 
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paares eine HauptträgheitBaclise ist. Dann siEd die beiden anderen 
Komponenten yon i)i gleieh Kuli. 

Im allgemeinen wird der Zusammenhang zwischen der Eicli- 
tung des Kräffcepaarea und der Richtung der anfänglichen Dre- 
hungsachse heqaem veranschaulicht vennittelat des Trägheits- 
ellipsoida. Die Richtung der Drehungsachse ist nämlich in. bezug 
auf dieses EUipsoid der zur Ebene des Kräftepaares konjugierte 
Durchmesser, d. h. derjenige Durchmesser des EUipsoids, in dessen 
Endpunkt die Tangentialehene parallel ist der Ebene des Kräfte- 
paares. Denn die Tangentialebene des Ellipsoids (478) am End- 
punkt des Durchmessers -p-.q-.r hat zur Normalen die Richtung 
Pp:Qq:Br, und dies ist nach (507) auch die Richtung der Achse 
des Kräftepaares 91. 

§ 150. Wir behandeln weiter den speziellen Fall, daß, bei ge- 
gebenem Anfangszustand, dasDrehungsmoment 91 der äußeren 
Kräfte verschwindet, wie z. B. wenn der Körper in seinem 
Schwerpunkt unterstützt ist, oder wenn überhaapt keine Schwer- 
kraftwirkt Dannvereinfachen sich die Eulerschen Gleichungen zu: 

{507a) F''£-~{Q-B)qr = i}, ■■-. 

Fragen wir zunächst nach der Bedingimg dafür, daß die Dre- 
hung stets um die nämliche Achse stattfindet. Dann liegt diese 
Achse, wie wir schon im § 145 gesehen haben, sowohl im Räume 
als auch im Körper fest, und die Drehung erfolgt nach dem Prinzip 
der lebendigen Kraft mit konstanter Geschwindigkeit, also sind 
p, q, r konstant, und aus (5Ü7a) folgt: 

■ {Q^B)qr = (i, 
nebst den beiden anderen Gleichungen. Diese drei Bedingungen 
erfordern entweder, daß P=Q = _H, d. h. das Zentralellipsoid eine 
Kugel ist, oder, für einen beliebigen Körper, daß zwei der Kom- 
ponenten p, g, r gleich Null sind, d. h. daß die Drehung um eine 
Hauptträgheitsachse stattfindet, — ein Resultat, welches genau 
übereinstimmt mit dem am Schluß des § 142 auf viel einfacherem 
Wege abgeleiteten. 

Im allgemeinen Fall, bei beliebigem Anfangszustand, lassen 
die drei Gleichungen (507a) zwei einfache Integrationen zu. Durch 
Multiplikation mit p, q, r und nachfolgende Addition ergibt sich 
nämlich integriert: 
(508) Fp'>+Qq''+Itr^-=c"- 



H..te.by Google 



Dyaaraik eines starren. Körpers, 2L-> 

und durch Multiplikation mit JPp, Qq, ßr auf demselben Wege: 
pspzj^ Q^2^+ ^V^= c'^ (509) 

Maa überzeugt sich leicht, daß durch (508) das Prinzip der 
lebendigen Kraft, durch (509) das Prinzip der Flächen ausgedrückt 
■wird. Denn nach dem ersteren Prinzip ist die lebendige Kraft 
der Drehung, als einzige Yorhaadene Energieart, konstant, d. h. 
nach (470) und (480): 

--{Pf-i-Qf + Rr'^--, (510) 

und nach dem Prinzip der Flächen ergehen die Gleicliungen (505) 
integi-iert: 

a^pP + a^qQ -^ <x^rE=--c^ , ] 

Die Konstanten ej, Cy, c^ sind nach § 137 die Komponenten 
des resultierenden Moments der Bewegungsgrößen in hezug auf 
den Punkt 0, ihre Verhältnisse e^' : e^' : e,' ergehen die im ßaume 
feste Eichtung der Achse des resultierenden Moments, rechtwinklig- 
zur invariabeln Ebene, und die Summe ihrer Quadi-ate ist nach 
(511) und (509): 

P^p^+ Q^q^ + M-'r"-=cJ^+ C,j'^+ C^^^c'-^. (512) 

Um die Drehungsgeseh windigkeiten p, q, r als Funktionen der 
Zeit t zu bestimmen, bedarf es auJier (508) und (509) noch einer 
dritten Integration, und eine solche läßt sich erzielen, ohne daß 
die Symmetrie aufgegeben wird, wenn man aus den genannten 
beiden Gleichungen in Verbindung mit ^i^ + g^ + r^ = co^ die Werte 
von p% <fi ^^ berechnet: 

P — (p_ej(P_ß) . ■■■■ '^^^'V 

Multipliziert man nun -die Bewegungsgleichungen (,507a) der 
Reihe nach mit p ? -p > "^ ^i'^^ addiert, so ergibt sich; 

^ dt^^dt^^dt 2 dt~\ P ^ Q ^ R 1^^^ '■**'*-' 
und durch Substitution der Werte von p, q, r aas (513): 

^" - 2/(1" - -«>'j-(B^ c,'W-'^'\ (615) 
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wobei zur ÄbkürzuLg gesetzt ist: 

. /i , i\ ^ 1 .„ 



Hiernaeli ist ca^ eine elliptische Funktion von t, also periodisch, 
und ebenso nach (513) die Komponenten der Drehungsgeschwindig- 
keit in bezog auf die Hauptträgheitsachsen. 

§ 151. Eine durch besondere Anschaulichkeit ausgezeiclinete 
geometrische Darstellung dieser im allgemeinen immerhin etwas 
verwickelten Bewegung erhält man nach Foinsot, wenu man statt 
des Körpers selber sein Trägheitsellipsoid ins Auge faßt, das ja 
mit dem Körper fest yerbunden ist xind daher mit ihm zusammen 
sich dreht, 

pi , In irgend einem Augenblick sei die Dre- 

huiigsaehse OF', wobei P ihren Schnittpunkt 
auf dem EUipsoid, den sogenannten „Pol der 
Drehung", mit den' Koordinaten x, y, z be- 
zeichnet (Fig. 40). Dann ist nach (478): 
(516) Pai'^-+Qy'"+Jes'^=1 , 

und die üichtungsverhältnisse der Drehungs- 
achse, bezogen auf die Achsen des EUip- 
''**■*"■ soids, sind: 

X \y : s =ß : e : '■ , wobei p- + ^^ + r= = oj- . 

Setzen wir also die Ijänge des Halbmessers OP = q. so folgt: 

und aus (516): 

Dies ergibt mit Rücksicht auf (508): 
(518) <o = C(), 

d. li. die Drehungsgeschwindigkeit ist stets proportional der Länge 
des Halbmessers, der die jeweilige Drehungsachse vorstellt. 

Ferner hat nach (478) die Normale des Ellipsoids im Pol P' 
der Drehung die Richtungsverhältnisse: 

Px : Qy' :B^ = Pp : Qq : Rr . 
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Die Kiclitiingscos selber aiiid daraacii, im Hinblick auf (509): 

(519) 



Pp_ Q<i 



Die Normale des Ellipsoids in P' wechselt also iu bezag auf 
die Hauptaclisen des Ellipsoids im allgeuieineii ihre Richtung. 
Multipliziert man aber diese drei Eiebtungscos mit «j, a^, a^, so 
ergibt sich nach O'jII) eine Konstante, d. h. der Wiakel, welchen 
diese Normale mit der ungestrichenen, im Eaame festen a:- Achse 
bildet, ist konstant, ebenso der mit der y- and der mit der 2-Achse. 
Daher bleibt die Richtung der Nonnaleu im Räume fest, und zwar 
ist sie nacb § 137 nichts anderes als die Normale der invariablen 
Ebene, welcb letztere mithin der Tangentialebene des Ellipsoids 
in P' parallel ist. 

Aber noeli mehr. Die Tangentialebene des Trägheitsellipsoids 
im Pol P der Drehung bleibt nicht nur stets sieli parallel, son- 
dern sie bleibt auch im Räume fest. 

Berechnen ■wir nämlich ihre Entfernung h vom DreJipunkt 
(Fig. 40), so ergibt sich hierfür: 

Ä = (cCOS(i', 

wobei 6 den Winkel bezeichnet zwischen dem Durchmesser OP' 
und der Normalen des Ellipsoids in P'. Also nacft (517) und (519): 

und mit llüeksicht ;iul (508) und {51S); 

A = (>-^,= |>, (520) 

also konstant. 

Aus diesen Sätzen ergibt sich zusammengefaßt das fönende 
einfache Bild der Bewegung: Das Trügheitsellipsoid dreht sieh um 
seinen festen Mittelpunkt so, daß es an einer bestimmten festen 
Tangentialebene entlang rollt (§ 145), wobei die Drehungsgeschwin- 
digkeit stets proportional ist der Entfernung des Berührungs- 
punktes, d. h. des Poles der Drehung, vom Mittelpunkt. 

Hierbei erkennt man aueli wieder, daß die DrehuJ^sacfase nur 
dann eine konstante Richtung beibehält, wean sie mit einer Haupt- 
trSgheitsachse zusammenfallt; denn in jedem anderen Falle zwingt 
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die Art der Oberfläehenkrüininuiig des Ellipsoids die Drelmiigs- 
aelise OP' in immer wieder neue Lagen. 

Wir wollen der Frage iiacli der Lage der Drehungsachsen, im 
Anschluß an die Betrachtungen des § 145, für den Torliegenden 
Fall noch ein wenig weiter nachgehen. Sehr anschaiilich werden 
die Verhältnisse, wenn wir uns die feste (invariahle) Ebene etwa 
mit Eu8 geschwärzt -denken, so daß die Spur davon bei der Be- 
rührung auf dem Ellipsoid zurückbleibt. Dann bestimmen die 
schwarzen Punkte P auf dem Ellipsoid den im Körper festen 
Kegel, die vom ßuß befreiten Punkte P auf der invariabeln Ebene 
den im Raum festen Kegel der Drehungsachsen. 

Betrachten wir zuerst die Punkte P' auf dem Ellipsoid; sie 
bilden die sogenannt« „Polhodie". Ihre Koordinaten x, y, z be- 
friedigen außer der Gleichung (i>16) wegen (517), (509), (518) und 

(520) auch die Gleichung: 

(521) P^3^''^ + Q^y'^ + _B^2'^ = 1. 
Beide Gleichungen kombiniert ergeben: 

(522) P{Pfe^-l)cc'^ + <3(QA2~l)y'^ + i^(i^A^-l)2'^ = 0, 

Dies ist die Gleichung des im Körper festen Kegels der Dre- 
hungsachsen, der auf dem Trägheitsellipsoid die Polhodie aus- 
schneidet. Es ist ein Kegel zweiter Ordnung, die Polhodie also 
eine geschlossene Kurve von übersichtlicher Form. Die Gestalt 
des Kegels hängt für einen bestimmten Körper von einem einzigen 
Parameter ab, der Größe A^, welche nacli (520), (508) und (509) den 
Wert besitzt: 

Um die Anschauung zu fixieriiü, wollen wir die Bezeichnung 
der Hauptträgheitsmomente folgendermaßen wählen: 

(524) F>Q>Ii, 

so daß P der kürzesten, B der längsten Achse des Trägheit«- 
ellipsoids entspricht. 
Dann ist: 

(525) P/t^^ 1 , Qh^^i , i?/t^< 1 , 
wie sich leicht aus (523) ergibt. 



H..te.by Google 



Es sind also drei Fälle zu uiiterseheideii, je naclidem ft^ größer, 
kleiner oder ebenso groß ist wie -g. 

Die entsprechenden Formen der Pol- 
hodie sind in der Fig. 4i angedeutet, 
wo die Achse des mittleren Hauptträg- 
heitsmoments Q rechtwinklig zur Bild- 
ebene zu denken ist. Die Polhodie be- 
steht aus zwei getrennten Stücken, sym- 
metrisch zu beiden Seiten des Mittel- '^' ^'' 
Punktes 0. Je nachdem Qh^ größer oder kleiner ist als 1, 
umschließt die Polhodie die Ä-Ächse oder die P- Achse, d. h. die 
Achse des kleinsten oder die Achse des größten Trägheitsmoments'; 
niemals aber umschließt sie die Achse des mittleren Hauptträg-. 
heitsmoments. Im Grenzfall Qh^ = l degeneriert der Kegel, (522) 
in die beiden Ebenen: 




y-±Vi 



(F- Ol 



(526) 



und die Polhodie besteht aus zwei sich in den Endpunkten der 
mittleren Hauptträgheitsachse schneidenden Ellipsen (in der Fig. 41.- 
durch Gerade angedeutet), es sind die Berührungspunkte des Ellip- 
soids mit denjenigen Tangentialebenen, die um die Strecke ä^-^ 
vom Mittelpunkt entfernt sind. 

Den geschilderten geometrischen Verhältnissen entsprechen die 
Besonderheiten der physikalischen Voi^änge. Bei der Bewegung 
des EUipsoids schreitet der Pol der Drehung P auf der durch den 
Anfangszustand bestimmten Polhodie fort, aber selbstTerständlich 
nicht in dem Sinne einer gewöhnlichen Bewegung eines materiellen 
Punktes auf einer Kurve. Was sich bewegt, ist nicht die Materie 
des Punktes P' — denn dieselbe ruht ja gerade im Augenblick der 
Drehung — , sondern vielmehr seine Eigenschaft, Pol der Drehung 
zu sein. Wir haben hier wieder ein gutes Beispiel für den im § 1. 
erläuterten allgemeinen Begriff der Bewegung. 

Wenn der Pol P sich anfangs im Endpunkt einer Hauptträg- 
heitsachse befindet, so verbleibt er dortselbst für alle Zeiten, ent- 
sprechend ihrer schon wiederholt festgestellten Eigenschaft als 
freier Drehungsachse. Aber wir erkennen hier weiter einen wesent- 
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Ucbeü Unterschied in dem Verhalten der Achse des größten und 
des kleinsten Hauptträgheitsmoments gegenüber dem der mittleren 
Achse. Wenn nämlich der Pol P' nicht genau, sondern nur nahezu 
mit dem Bndpunkt der P- oder i^-Achse zasammenfallt, so bleibt 
ei- beständig in nächster Nähe dieses Endpunktes, da diePolhodie 
die Achse umschließt, wie in der Fig. 41 ersichtlich; wenn er aber 
von dem Endpunkt der Q-Aehse auch noch so wenig abweicht, so 
führt ihn die Polhodie, auf der er seinen Weg fortsetzt, in große 
Entfernungen von seiner Anfangslage. Daher heißen die Achsen 
des größten und des kleinsten Hauptträgheitsmoments „stabile"', 
die des mittleren Hauptträgheitsmomenta eine „labile" Dreliungs- 
achse. 

Die Kurve der Drehung-spole .P auf der invariablen Ebene, 
welche den im Räume festen Kegel der Drehongsachsen bezeichnet, 
heißt „Herpolhodie", sie ist von komplizierterer Form und im all- 
i nicht geschlossen. 



§ 153. Nehmen wir nun die Betrachtung des aligenieiiien 
Falles beliebig gegebener äußerer Kräfte wieder auf iind fragen 
außer nach den Drebungsgeschwindigkeiten p, q, r auch nach der 
Lage des Körpers zur Zeit (. Es wird häuüg erwünscht sein, 
diese nicht durch die neun Richtungseos, sondern direkt durch drei 
voneinander unabhängige Winkel auszudrücken, wobei freilich die 
Symmetrie geopfert werden muß. 

Dies soll im folgenden geschehen. 

Zunächst bestimmen wir die Richtung der (positiven) s' -Achse 
durch die beiden Polarwinkel * (zwischen und jt) und (p (zwi- 
schen nnd 2Jt) wie in § iä2. 

Dann hat ein Punkt auf der s'-Achse in der Eiitfernuug r vom 
Anfangspunkt die Koordinaten: 



(527) 



■ rsiai 


} cos f/. = r ■ 


«3 


-rsini 


9-ÜRp^r- 


■ß. 


^reosi 


'>■-'■■ 7,. 




«3 = 


ünd'Q.o&g) 




1^8 = 


sin ö' sin ff 




7s = 


cjsfl-. 
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NacMem so die /-Äehse festgelegt iet,kauEsiclulasgestrii.' 
Koordinatensystem noch um diese 
Achse drehen. Daher bestimmen 
wir die Riehtnng der (positiven) 
»'-Achse durcli den "Winkel 'f 
(zwischen und 2jr), welchen sie 
mit einer festen Richtung iu der 
{x y')-Ebeße, nämlich mit der Pro- 
jektion der (positiven) s-Achae auf 
diese Ebene bildet, gerechnet im 
Sinne einer positiven Drehung um 
die /-Achse (Fig. 42). 

Dann hat ein Punkt 1' auf 
der 2-Achse in der Entfernung ) 
naten: 

y ^= — r sin ö sin \p = 
z' = r cos ii- = »' ■ 78 ) 

also: 

/i = sini)'Cosv, t (5->8i 

7a^ — sin^siuip. / 

Hierdurch sind nun auch die übrigen vier ßichtungscos ein- 
deutig bestimmt. 

Denn aus den lielationen (492): 

"1 ^ßiyi— ßi72 , ß2 = 7-6 ßi " 7l «3 

ergibt sicli: 

«1 (f — rl) = — 7i 73 «3 — Y'A ■ 
oder: 

«i ■= sin ip sin v — cos ip cos v cos J*- , l 

ebenso: ß.^^ — cos (p cos ifi + sin 95 sin tp cos Ö' , j , , 

«3= sing? cost/j-i-eosgisin'C cosö-, [ 

^j = — cos 50 sin 'p — sin tp cos y> cos &■ . I 

Nun lassen sich auch die Komponenten der Drehungsgeschwiii- 
digkeit g, ?/, C, bzw. ^, //, g*, dii-ekt durch die unabhängigen "Winkel 
9), *, v lud itire Differentialquotienten nach t ausdrücken, etwa 
mittelst der Relationen (493) bzw. (500), und ergeben: 
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(631 



g- 



£•= 



sm «■ sin 9. ^ + COS (p 


dt ' 


cos&'^ 


+ ff 






sinö'coa 


^'¥.- 


sin f 




- sin & sin 


*t- 


- cos '/" 




™«»S^ 


+t 







Eine jede der im § 147 abgeleiteteTi aUgemeinen Eelationen 
kann zur Prüfung und Verifizierung dieser Ausdrucke benutzt 
werden. 

Die Einfübmng der drei unabhängigen Winkel <p, -S-, ip ge- 
stattet auch eine direkte Anwendung der Lagr angesehen 'Be- 
wegungsgleiehnngen zweiter Art (405) oder der Hamiltonsehen 
kanonischen Bewegnngsgleichnngen (412); doch besitzen,' dieselben 
infolge des Mangels an Symmetrie eine wenig übersichtliche Fom. 

§ 153. Schließlich wollen wir noch ein Beispiel behandeln, 
in dem eine gegebene äußere Kraft wirksam ist, und wählen hier- 
für den Eall eines einfachen symmetrischen Kreisels, der in einem 
Punkt seiner Symmetrieachse unterstützt ist. Die Symmetrie- 
achse, auf welcher auch der Schwerpunkt S liegt, nehmen wir zur 
^'-Achse, dagegen die Veiükale nach oben, wie gewöhnlich, zur 
«-Achse (Fig. 43). 

Bezeichnet dann h die Entfernung des Schwerpunktes 8 vom 
festen Punkt 0, und M die Gesamtmasse des Kreisels, so ist die 
äußere Kraft; 

z ^^ 5.=». S,-». ?i.—^9. 

ihr Angriffspunkt: 

(532) x„ = Aßj, y^^hß^, H-^Mz 
/S und ihr Drehungsmomeiit : 

oder: 

Die Bewegnngsgleichungen vereinfachen sich erheblich da- 
durch, dafi wegen der Symmetrie des Kreisels P=^Q. Zu ihrer 



/ 
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vollständigeii Integration brauchen ■wir drei voneinander unab- 
hängige Beziehungen, und ■wählen als solche die einfachsteu aus, 
uämliclt die dritte der Gleichungen (505), -welche integiiert lautet: 

{/i P + 7a ?) -^ + /s f^ = const. , (533) 

ferner die dritte der G-leichungen (506), welche ergT.l)t: 

r^ const, (534) 

endlich das Prinzip der lebendigen Kraft, welches hier nach (510) 
und (357) lautet: 

YiPp'' + Qt + -K'-') + il/£r3o = conat. , 

oder nach (532) und (534): 

P{V" + 1) + "^Mghys = const. (535) 

Hiezu kommeii noch die allgemeinen Beziehungen, welche die 
Größen p, q, r und j-j, j-g, /g aneinanderknüpfen. 

Im Anfangszustand drehe sich der Kreisel nur um seine Sym- 
metrieachse, d. h. für i = seii' = 0, 3 = 0, r = ro, und diese bilde 
den Winkel &„ mit der Vertikalen, spitz oder stumpf, je nachdem 
der Schwerpunkt -S" oberhalb oder unterhalb des Drehpunktes 
liegt. Dann sind die drei Bewegiiagsgleichungen: 

i'/iP + 7a3) i" + eos & ■ ro-ß = cos »o ■ ro-E , 

P(p^ + 2^) + 2Mgh cos & ^2Mgh cos &o ■ 

Nun fahren ■wir alle Variabein auf die drei unabhängigen 
Winkel &, ip, tp zurttck, indem wir 71 und y^ durch (528) und p, g, r 
durch (504) und (531) ersetzeu; dann folgt: 



P ainä & y = Äro (cos &o — cos *) , 


(536) 


cos & ■ yi + l'p = i-Q , 


(537) 


P{m\'^d-^^-^^'^) = 1Mgh{zo^^-^ — 'iQ&i)-). 


(538) 



Aus der ersten und dritten Gleichung lassen sich tf und 91, 
dann aus der zweiten Gleichung ip berechnen. So ergibt die Eli- 
mination von qi aus (536) und (538): 
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'V ( CQ3»B- 



(539) ,.).^= 12i^yi!i^. . [2Mgk- 

uiid daraus t als elliptisches Integral von *. 

Wir wollen die ßechöung weiter verfolgen für den i 
lisch interessantesten Fall, (laß die Drehungsgeschwindigkeit 
sehr groß ist, oder genaner gesprochen, daß: 

Denn eine Q-rößenbeziehuiig hat nur dann eine physikaliache 
Bedeutung, wenn sie unabliän^g ist von der Wahl der MaGeia- 
heiten. 

Setzen wir nun: 
(.i41) ö=öo + *', 

so folgt zunächst, daÜ &' positiv ist; denn nach (ö;-18) ist t>a<.D-. 
d. li. die Symmetrieachse des Kreisels ist anfangs am steilsten ge- 
richtet. 

Daher ist ferner auf der rechten Seite von (539) auch der 
zweite Faktor positiv, d. h.: 



o°(oo8 5 a— cosiJ) 
P Hin' 



<^Mgh, 



oder mit Riicksichi auf (ri40); 

cos öfl — cos ö- «; 1 , 
also <9' klein, und nahezu: 

cos ^0 — cos if ^ f>' ■ siu ö-Q . 
Dies in (")39) eingesetzt, ergibt: 

und integriert, mit Berücksichtigung des Äufangszustandes: 

(042) *=— Äiv~^l'lM2^)- 

Der Neigungswinkel ö- der Kreiselaehse gegen die Vertikale 
sehwankt also periodisch zwischen seinem kleinsten Wert D-q und 
einem sehr wenig davon verschiedenen Mu und her, mit einer Pe- 
riode, die unabhängig ist von der Beschleunigung der Schwere. Je 
größer die Umdrehungsgeschwindigkeit des "Kreisels, desto schneller 
nnd desto kleiner sind die Schwankungen. 
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Fasseil wir weiter den Winkel y ins Äuge, "welebeu die durch 
die Kreiselachae gehende Vertikalebene mit einer im Eaunie featen 
Vertikalebene bildet, so ergibt sich hierfür aus (536), (541) und 
(54-3): 

dtp _ 2Mgh . ^ Itr^) 



Integriert; 



_M(ih 



t — 5- sin -■ fl + ?>o , (iJ-i3) 



d. h. die Kreiselachse führt eine „Präzession" aus, Indem ihre Verti- 
kalebene sich beständig in einem bestimmten Sinne dreht, mit einer 
Winkelgeseh-windlgkeit, welche periodisch zwischen Nullund einem 
Maximalwert wechselt, und zwar unabhängig von dem Neigungs- 
winkel der Kreiselachse gegen die Vertikale. Auch hier ei-foigeu 
die Schwankungen um so scbiieUer, sind aber um so kleiner, je 
größer die Umdrehungsgeschwindigkeit ist, während die mittlere 
Winkelgeschwindigkeit mit wachsender Umdrehungszahl abnimmt. 
Der Sinn der Präzessioiisbewegung entspricht dem Vorzeichen 
von J-Q. Wenn also i^o^-O, so bewegt sieh in der Fig. 43 der 
Schwerpunkt 8 nach hinten. Unabhängig von der Wahl der Aehsen- 
richtungen kann man den Zusammenhang zwischen der Richtung 
der Schwerkraft, der La^e des Schwerpunktes, dem Sinne der 
Kreise Idrehu Dg und dem der Präzessionsbewegung durch den ein- 
fachen Satz charakterisieren, daß bei der Präzessionsbewegnng die 
positive Eichtung der Kreiselachse sich der positiven AcUsenrich- 
tung des von der Schwerkraft ausgeübten Drehungsmoments an- 
nähert. Letztere geht in der Fig. 43 von vorn nach hinten. 

Dieser Zusammenhang bleibt natürlich bestehen, wenn anstatt 
der Schwerkraft Mg irgendeine andere Kraft F, etwa ein Stoß, an 
einem Pnnkt 8 der Kreiselachse, angi-elft. 

Eine bequeme Anschauung von dem Inhalt der letzten Sätze 
gewährt die Betrachtung eines gewöhnlichen Kinderapielkreisels, 
den man in schnelle Rotation gebracht hat und mit der .unteren 
Spitze auf den Boden fest aufsetzt, so daß die Achse einen belie- 
bigen Winkel mit der Vertikalen bildet. 

Denn da durch Reibungswideratände die Umdrehungsgeschwin- 
digkeit allmählich verzögert wird, so treten die den verschiedenen 
Werten von r^ entsprechenden Bewegungen nach und nach in. die 
Erscheinung. Zunächst scheint die Achse fast still zu stehen, 
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währead sie in Wirkliehkeit sehr schaelle Schwankungen mit 
kleiner Amplitude sowolil in der Richtung gegen die Vertikale als 
auch rechtwinklig dazu ausfuhrt; dann fängt sie langsam ihre 
Präzession an, in dem oben bezeichneten Sinne. Zugleich beginnt 
ihre Neigung gegen die Vertikale merklich zu schwanken, erst 
wenig und undeutlich, dann stärker und immer heftiger, während 
gleichzeitig auch die Präzessionsbewegung immer schneller wird, 
bis schließlich die Kreiselachse so weit tiberneigt, daß ein Punkt 
dei- Peripherie mit dem Boden in Berührung kommt. 
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Verzeicliiiis der nefiiiitioiien und der wichtigsten Sätze, 



Aljgeachlosseiies Kystem . . . 1 

Achse eines Kräftepaiires . . . 1 

Äußere Arbeit 1 

Äußere Kräfte 1 

Aktion und Eeattion 

Allgemeine Kraftkompononteu . 1 

Amplitude 

Anfaugsaustand 

Angriffspunkt 1 

ArcliimediBchea Prinzip . . . . ] 
Arm eines Kräftepaatea . . . ] 
Astronomische Masseneinheit . . 

Anipnnkt 

Auftrieb einer Flüasigkeit . . . I 

Beschleunigung 

Bewegungsfreiheit 

BewegangsgrSQe 

Oorioliasche Kraft 

Deviatiönsmoment 

Diuhte 

DimeuBionsformel 

Drehtmgsachse 

Drehungsmoment um eineGerade 
Dreiumgamoment umelnenPunkt 
Dyn 

Erg . . '. . '. '. '..'.'. 
Fiächengeschwindjgkeit . , , 
Foucanltsches Pendel . . . 
Freie DrehungsadiBe .... 
FreiheitBgrade ,,,... 

Frequenz 

Galilei-Transformation . . . 

(leodätische Linie 

I'laucli, AllRPineiue MacL.iiül;. B 



deographisclip Brfitp 

G eacliwmdi ekei t 

Gewicht 

Giadient 

Gramm 

Qr'iMtation 

Gl avitati onapotential 

Hamilton JacobiSühi DilTei^ntial 

gleichung 
Hamiltojiacliea Pnnzip 
Hanpttr igheitsachse 
Haupttr igheitamomeiit 
Hebel 

Herpolhodie 
Homogen ei Kuip^i 

Impulakoordinateii 

Impulamonient 

Innere Krxtte 

Invaiiable Ebene 

Kanonischp Bewegun),B^len.hnii 



Kettenhme 

Kinematik 

Kinetiache Eneigie 

Kinetisüiea Potentul 

Komponenten 

Konaeivatne Knttc 

Killt 

Kiaftlinien 

Krattepiii 

Kieiai-l 

kipi'^ppnkl 
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